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Ïðåäèñëîâèå

Ïðîñòîå ñîáðàíèå ôàêòîâ ñòîëü æå ìàëî ÿâëÿåòñÿ íàóêîé,

êàê êó÷à êàìíåé � äîìîì. Ôàêò ñàì ïî ñåáå åñòü íè÷òî: îí

èìååò çíà÷åíèå, ëèøü ïîñêîëüêó ñ íèì ñâÿçàíà èäåÿ èëè

ïîñêîëüêó îí ñëóæèò äîêàçàòåëüñòâîì ÷åãî-ëèáî. Òîò, êòî

íå çíàåò, ÷åãî èùåò, íå ïîéìåò è òîãî, ÷òî íàéäåò.

Àíðè Ïóàíêàðå

Ëþáîå íàó÷íîå èññëåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿ.
Âñåì èçâåñòåí çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, îòêðûòûé â ñåðåäèíå XVII âåêà

(Áóéî, Ãóê, Íüþòîí).

F = G
mM

r2

Â ñâîåì ôóíäàìåíòàëüíîì òðóäå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñî-
ôèè¿ (1687) Èñààê Íüþòîí óñòàíîâèë ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî çàêîíà òðåì ýìïè-
ðè÷åñêèì çàêîíàì, ñôîðìóëèðîâàííûì Èîãàííîì Êåïëåðîì â 1609 ãîäó è îïè-
ñûâàþùèì äâèæåíèå ïëàíåò â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå. ×òîáû ïîëó÷èòü è àêêóðàòíî
èçëîæèòü ýòîò ðåçóëüòàò, Íüþòîí ñôîðìóëèðîâàë îñíîâíûå ïðèíöèïû, ñâÿçàí-
íûå ñ ïîíÿòèÿìè ìàññû, ñèëû, óñêîðåíèÿ � òàê, íàïðèìåð, ïîÿâèëèñü òðè çàêîíà
Íüþòîíà. Òåì ñàìûì Íüþòîí ïîñòðîèë ïîëíîöåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ãðà-
âèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 1. Íî îòïðàâíîé òî÷êîé ïîñëóæèëè èìåííî çàêîíû
Êåïëåðà. Êàê îí ñìîã ýòè çàêîíû ñôîðìóëèðîâàòü? Îñíîâîé ïîñëóæèëè íàáëþ-
äåíèÿ åãî ó÷èòåëÿ Òèõî Áðàãå (1546 - 1601), êîòîðûå îí ñêðóïóëåçíî ïðîâîäèë â
òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé (ïðàêòè÷åñêè íåâîîðóæåííûì ãëàçîì!) 2.

Ïÿòü ëåò (ñ 1831 ïî 1836 ãîä) ïðîâåë â êðóãîñâåòíîì ïóòåøåñòâèè íà êîðàáëå
¾Áèãëü¿ òîëüêî ÷òî îêîí÷èâøèé óíèâåðñèòåò ×àðëüç Äàðâèí. Áîëüøóþ ÷àñòü
âðåìåíè òîãäà åùå ìîëîäîé íàòóðàëèñò ïðîâåë íà áåðåãó, íàáëþäàÿ è èññëåäóÿ
ãåîëîãèþ è æèâîòíûé ìèð. Ýòè (è íå òîëüêî) íàáëþäåíèÿ ëåãëè â îñíîâó òðóäà
¾Ïðîèñõîæäåíèå âèäîâ¿, êîòîðûé áóäó÷è âïåðâûå èçäàííûì 24 íîÿáðÿ 1859 ãîäà
ïåðåâåðíóë íàøå ïðåäñòàâëåíèå î ðàçâèòèè æèâîãî íà Çåìëå è çàëîæèë îñíîâó
ýâîëþöèîííîãî ó÷åíèÿ � êðàåóãîëüíîãî êàìíÿ âñåé ñîâðåìåííîé áèîëîãè÷åñêîé
íàóêè.

Ñåðèÿ íàáëþäåíèé: ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè (1632, Ãàëèëåî Ãàëèëåé), èçìå-
ðåíèå ñêîðîñòè ñâåòà (1676, Îëàô Ðåìåð), íåñîñòîÿòåëüíîñòü òåîðèè ýôèðà (1881,
1887, Àëüáåðò Ìàéêåëüñîí, Ýäâàðä Ìîðëè) � ïðèâåëà Àíðè Ïóàíêàðå, à çàòåì
è Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà ê ñîçäàíèþ ñïåöèàëüíîé (1905), à âïîñëåäñòâèè è îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (1916), êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì èçìåíèëè íàøå
ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè è óæå íà ïðîòÿæåíèè ñòà ëåò îñòàþòñÿ
îñíîâîïîëàãàþùèìè òåîðèÿìè, îïèñûâàþùèìè ãëîáàëüíîå óñòðîéñòâî âèäèìîé
Âñåëåííîé.

Ýòîò ñïèñîê ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ñêîëü óãîäíî äàëåêî.
Îøèáî÷íûì áûëî áû ïîëàãàòü, ÷òî ìàòåìàòèêà êàê íàóêà óñòðîåíà ïðèíöèïè-

àëüíî èíûì îáðàçîì. Íàáëþäåíèÿ è ýêñïåðèìåíò ïåðâè÷íû è â ìàòåìàòè÷åñêèõ
1Îíà îêàçàëàñü íàñòîëüêî òî÷íîé, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûå ïîïðàâêè áûëè â íåå âíåñåíû ëèøü ñïóñòÿ 229 ëåò

Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì.
2Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî íàì íåñêîëüêî ïîâåçëî ñ íàøåé ïëàíåòíîé ñèñòåìîé: â åå öåíòðå îäèíî÷íàÿ çâåçäà,

ïîýòîìó çàêîíîìåðíîñòü äâèæåíèÿ ïëàíåò ìîæíî óëîâèòü íåâîîðóæåííûì âçãëÿäîì, ÷òî è ñäåëàë Êåïëåð. ×òî
ìîæåò áûòü â èíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â çàìå÷àòåëüíîì ðàññêàçå À. Àçèìîâà ¾Ïðèõîä íî÷è¿.
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èññëåäîâàíèÿõ. Íî ÷òî íàáëþäàåò ìàòåìàòèê? Ïîëüçóÿñü íàçâàíèåì èçâåñòíîé
êíèãè, ìû áû îòâåòèëè, ÷òî ìàòåìàòèê íàáëþäàåò ÷èñëà è ôèãóðû (à åùå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðà-
ëû è ìíîãîå äðóãîå, ñ ÷åì âû, äîðîãîé ÷èòàòåëü, ïîçíàêîìèòåñü, åñëè ïðîäîëæèòå
ñâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå). Ê ñîæàëåíèþ, ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ýòè
ñîîáðàæåíèÿ çà÷àñòóþ îñòàþòñÿ â òåíè. Ó øêîëüíèêîâ ñêëàäûâàåòñÿ âïå÷àòëåíèå,
÷òî îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ ñîñòîèò èç çàó÷èâàíèÿ áîëüøîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ,
íèêàê äðóã ñ äðóãîì íå ñâÿçàííûõ è íè÷åì íå ìîòèâèðîâàííûõ ôàêòîâ, êîòîðûå
ñâàëèâàþòñÿ íà íèõ ñ íåáà. Î êàêîì ôîðìèðîâàíèè èíòóèöèè è âêóñà òóò ìîæ-
íî ãîâîðèòü?! Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñêëàäûâàåòñÿ ó ó÷àùèõñÿ î ìàòåìàòè÷åñêîé
íàóêå â òàêîì ñëó÷àå?!

Îñîáåííî îñòðî ýòè ïðîáëåìû ñòîÿò â ãåîìåòðèè. Îáû÷íî â ïðåïîäàâàíèè îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îòðàáîòêå áàçîâûõ íàâûêîâ è óìåíèé: çàìåòèòü ðàâ-
íûå òðåóãîëüíèêè, âû÷èñëèòü óãîë ñ ïîìîùüþ ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà, äîêà-
çàòü ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ è ò.ä. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿ-
þòñÿ ¾îäíîõîäîâêàìè¿ è íå ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ãåîìåòðè÷åñêîé êóëüòóðû ó
øêîëüíèêîâ. Åùå îäíîé ÷åðòîé çàäà÷, ÷àñòî ïðåäëàãàåìûõ â êóðñå ãåîìåòðèè 7�8
êëàññà, ÿâëÿåòñÿ èõ ¾âû÷óðíîñòü¿. Êðîìå òîãî, íåðåäêî ó÷èòåëü ïðîñòî ôîðìó-
ëèðóåò çàäà÷ó, íå óäåëÿÿ âíèìàíèÿ âîïðîñàì òèïà ¾îòêóäà ýòà çàäà÷à âçÿëàñü¿,
¾êàê îíà ñâÿçàíà ñ äðóãèìè çàäà÷àìè¿ è óæ òåì áîëåå ¾êàê äîãàäàòüñÿ äî ôîð-
ìóëèðîâêè ýòîé ñàìîé çàäà÷è¿? Òàêèì îáðàçîì ìû íå ñòðîèì äîì � ìû ñîáèðàåì
êó÷ó êàìíåé.

Èòàê, êëþ÷åâîé ïðîáëåìîé â ïðåïîäàâàíèè ãåîìåòðèè â 7�8 êëàññàõ ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå ãëóáîêèõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî îñâàèâàÿ
êîòîðûå, øêîëüíèêè ìîãëè áû
à) ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êàê ñâîé óðîâåíü âëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì, òàê è ñâîè íà-
âûêè âûñòðàèâàòü ñëîæíûå ìíîãîõîäîâûå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóÿ âåñü àðñåíàë
èìåþùèõñÿ ó íèõ ñðåäñòâ;
á) íà ïðèìåðå ýòîãî îñâîåíèÿ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ òåì, êàê äåëàåòñÿ è êàê óñòðîåíà
ìàòåìàòèêà êàê íàóêà.

Íà íàø âçãëÿä, ïðèâîäèìûå äàëåå ñþæåòû ïîìîãóò âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë è
äàòü âîçìîæíîñòüþ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ñîäåðæàòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðåçóëü-
òàòàìè óæå íà ðàííèõ ýòàïàõ îñâîåíèÿ ãåîìåòðèè.

Îòìåòèì åùå îäíó ïðèíöèïèàëüíóþ îñîáåííîñòü ïðåäëàãàåìîãî íèæå ïîäõîäà:
äîðîãà, ïî êîòîðîé ìû èäåì, ëåæèò íå â ñòîðîíå îò îñíîâíîãî êóðñà òåîðèè (ïðè-
íÿòîãî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà), à, íàîáîðîò, ðàñøèðÿåò, äîïîëíÿåò,
óãëóáëÿåò è ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ìàòåðèàë âñåãî êóðñà 7�8 êëàññîâ. Óäèâè-
òåëüíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ëåæàùèå íà ýòîé äîðîãå, ìîãóò áûòü äîêàçàíû áåç ïðè-
âëå÷åíèÿ òàêîé ìîùíîé òåõíèêè êàê âïèñàííûå è öåíòðàëüíûå óãëû, ãîìîòåòèÿ
è ïîäîáèå, è â òî æå âðåìÿ ýòè äîêàçàòåëüñòâà íå èñêóññòâåííû! Îíè ïðîÿñíÿþò
ñóòü äåëà, íî ñ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿÿ ïîìèìî âñåãî ïðî-
÷åãî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êîíñòðóêöèè, íå âñåãäà çíàêîìûå äàæå ïîáåäèòåëÿì è
ïðèçåðàì îëèìïèàä. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì äàòü øêîëüíèêàì åùå
ìëàäøèõ (7�8) êëàññîâ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîéòèñü ïî ýòîé äîðîãå.

Â çàêëþ÷åíèå ìû õîòèì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ó÷åíèêàì 7 ¾À¿, 7 ¾Ã¿ è 8
¾Â¿ êëàññîâ ëèöåÿ ¾Âòîðàÿ øêîëà¿ 2016 ãîäà. Â ñîâìåñòíîì îáùåíèè ñ íèìè ìû
ðàáîòàëè íàä èññëåäîâàíèåì èçëîæåííûõ íèæå èäåé è íàáëþäåíèé.
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Ãëàâà 1

Îêðóæíîñòü Ýéëåðà

Îêðóæíîñòü Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç æåì÷óæèí ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Îíà
âñêðûâàåò çàêîíîìåðíîñòü â ïîëîæåíèè ñàìûõ âàæíûõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çà-
ìå÷àòåëüíûõ òî÷åê â òðåóãîëüíèêå è äàåò íà÷àëî öåëîé ñåðèè èññëåäîâàíèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ áîëåå ñëîæíûìè îáúåêòàìè è ïîíÿòèÿìè. Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé íå òðåáóþò íèêàêèõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
øêîëüíîãî êóðñà, è âî ìíîãèõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññàõ è êðóæêàõ îêðóæ-
íîñòü Ýéëåðà èçó÷àåòñÿ ñòîëü æå îñíîâàòåëüíî, êàê âïèñàííûå óãëû, òåîðåìû
×åâû è Ìåíåëàÿ è ò.ä.

Êàê ïðàâèëî, îêðóæíîñòü Ýéëåðà èçó÷àåòñÿ â 9 êëàññå, ðåäêî ðàíüøå (îòìåòèì,
ïðàâäà, ÷òî â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà îêðóæíîñòü Ýéëåðà ïðèâîäèòñÿ â êîíöå �6
8 êëàññà). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì
øêîëüíèêè óæå äîëæíû õîðîøî âëàäåòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè ôàêòàìè è ïî-
íÿòèÿìè èç êóðñà ãåîìåòðèè: âïèñàííûìè óãëàìè, ãîìîòåòèåé, ïîäîáèåì è ò.ä.
Ïðè ýòîì òåîðåìû îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà ïðåïîäíîñÿòñÿ êàê ôèíàëüíûé ðåçóëü-
òàò: ñìîòðèòå, êàêèå óòâåðæäåíèÿ ìû òåïåðü óìååì äîêàçûâàòü! Òî åñòü ïîëó÷àåò-
ñÿ, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ îòîðâàíû îò ñàìîãî ïðîöåññà îñâîåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà,
îíè � ëèøü ñëåäñòâèå, ïðè÷åì íàõîäÿùååñÿ ãäå-òî â ñòîðîíå îò øêîëüíîãî êóðñà,
íóæíîå ëèøü â ñèëó ñâîåé êðàñîòû è ïðèìåíåíèÿ â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ.

Â äàííîé ãëàâå ìû çíàêîìèì ÷èòàòåëÿ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè ê èçëîæåíèþ
ýòèõ òåîðåì. Âî-ïåðâûõ, îíè ïðåäïîëàãàþò çíàêîìñòâî ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà
óæå â 7 êëàññå. Âî-âòîðûõ, äëÿ íàñ âàæåí íå òîëüêî ñàì ðåçóëüòàò, íî è ïóòü ê
íåìó, ïîñêîëüêó íà ýòîì ïóòè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò êëàññè÷åñêèå êîíñòðóêöèè
ãåîìåòðèè 7 êëàññà: ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî è ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêîâ,
ñðåäíèå ëèíèè è âûñîòû â òðåóãîëüíèêå, òåîðåìà îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè è
äðóãèå. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåííûå íèæå ñþæåòû ìîãóò ñëóæèòü äîïîëíèòåëüíîé
ìîòèâàöèåé ê èçó÷åíèÿ ýòèõ êëàññè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

Íèæå ìû ïðèâåäåì äâà ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæ-
íîñòüþ Ýéëåðà. Äëÿ çíàêîìñòâà ñ îäíèì èç íèõ äîñòàòî÷íî îñâîåíèÿ ïåðâûõ ÷å-
òûðåõ ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà. Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè

• ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ;

• ïðèçíàêè è ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà;

• ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà;

• ïðèçíàêè è ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ îñâîåíèÿ äðóãîãî ïîòðåáóåòñÿ òàêæå òåîðåìà îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè è
òåîðåìà î òî÷êå H.
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Èçëîæåíèå ðàçáèòî íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äîñòó-
ïåí ïî ñëîæíîñòè. Ïðè ýòîì êàæäûé ñëåäóþùèé øàã ìîòèâèðîâàí: îáúÿñíåíî,
îòêóäà è ÷òî áåðåòñÿ 1.

Çàôèêñèðóåì òàêæå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.

• MA,MB,MC � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà;

• HA, HB, HC � îñíîâàíèÿ âûñîò;

• H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò;

• EA, EB, EC � ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êîé H.

1Ïðè íàïèñàíèè ýòîé è âñåõ äðóãèõ ãëàâ àâòîðû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ìîäåëüþ ðåàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé.
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1.1 ×åòûðå òî÷êè íà îäíîé îêðóæíîñòè

Íà÷íåì íàø ïóòü ñ çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà ìåäèàíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà.

C

A B
M

Ðèñ. 1.1: Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

Çàäà÷à 1.1. Òðåóãîëüíèê ABC � ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì C òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà CM = AB/2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê òåñíî ñâÿçàí ñ . . . îêðóæíîñòüþ!

Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð îêðóæíîñòè âèäåí èç ëþáîé åå òî÷êè ïîä
ïðÿìûì óãëîì.

Íàîáîðîò, äîêàæèòå, ÷òî åñëè â îêðóæíîñòè ïðîâåäåí äèàìåòð AB è íà ïëîñ-
êîñòè âûáðàíà òî÷êà C òàêàÿ, ÷òî ∠ACB = 90◦, òî òî÷êà C ëåæèò íà äàííîé
îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1.2).

Ðèñ. 1.2: Óãîë, ñìîòðÿùèé íà äèàìåòð

Èñïîëüçóÿ íàìå÷åííóþ âûøå ñâÿçü, çàìå÷àåì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå ñ êàæäîé ïàðîé âûñîò ñâÿçàíû äâå îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èç ÷åòâåðîê òî÷åê (A,H,HB, HC) è (B,C,HB, HC)
âîèñòèíó ëåæèò íà îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1.3). Ýòè îêðóæíîñòè ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç κA è κA ñîîòâåòñòâåííî.

Öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé EA è MA � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH è BC ñîîòâåò-
ñòâåííî. ×òî ìû ìîæåì ñêàçàòü îá ýòèõ òî÷êàõ? Êàê îíè ñâÿçàíû ñ îñòàëüíûìè
òî÷êàìè? Åñòåñòâåííûì øàãîì áóäåò ñîåäèíèòü öåíòðû ïîëó÷åííûõ îêðóæíîñòåé
ñ òî÷êàìè íà íèõ � ïðîâåñòè ðàäèóñû (ñì. ðèñ. 1.4).
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A

B C

HB

HC

H

κA

κA

EA

MA

Ðèñ. 1.3: ×åòûðå òî÷êè íà îêðóæíîñòè

HB

HC

A

B C

EA

MA

Ωε

Ðèñ. 1.4: Íàáëþäåíèå: åùå ÷åòûðå òî÷êè íà îêðóæíîñòè
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Ýêñïåðèìåíò 2 (ñì. ðèñ. 1.4) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 1.1. Òî÷êè EA,MA, HB, HC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-
ðîì EAMA.

Ïîñêîëüêó ìû íà÷àëè ýêñïåðèìåíòèðîâàòü, íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äî-
ñòèãíóòîì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðèñóíêè 1.3 è 1.4. Åñòåñòâåííûì õîäîì áóäåò
ïðîäëèòü îòðåçîê AH äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé BC.

A

B CHA

HB

HC H

MA

EA

Ðèñ. 1.5: Íàáëþäåíèå: òðè âûñîòû è ïÿòü òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè

Äàííûé ðèñóíîê ïîçâîëÿåò íàì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ãèïîòåçû.

Ãèïîòåçà 1.2. Â òðåóãîëüíèêå òðè âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ãèïîòåçà 1.3. Òî÷êè EA,MA, HB, HC , HA ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèà-
ìåòðîì EAMA.

Êàê äîêàçàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ è ïðåâðàòèòü âûñêàçàííûå íàìè ãèïîòåçû â
òåîðåìû? Îáîçíà÷èì äâà íåçàâèñèìûõ ïóòè ê äîñòèæåíèþ ýòîé öåëè.

1.2 Ïÿòü òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè

1.2.1 Òî÷êà H

Ïåðâûé ïóòü áåðåò íà÷àëî â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû 1.2. Äëÿ ýòîãî ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà êëàññè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñóíêå 1.6. À èìåí-
íî, ÷åðåç âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íóæíî ïðîâåñòè ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-
íûå åãî ñòîðîíàì. Ïðîâåäåííûå ïðÿìûå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê AMBMCM

3.
2×òîáû ïðîâîäèòü ýêñïåðèìåíòû â ãåîìåòðèè, îäíîãî êàðàíäàøà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî. ×òîáû ÿñíî

âèäåòü çàêîíîìåðíîñòè, âàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîãðàììà èíòåðàêòèâíîé ãåîìåòðèè: Æèâàÿ ãåîìåòðèÿ, Geogebra èëè
èì ïîäîáíûå.

3Âîïðîñ, êîíå÷íî, ñîñòîèò â òîì, êàê äîãàäàòüñÿ äî ýòîé êîíñòðóêöèè? Ïîêà ÷òî äëÿ íàñ îíà âûãëÿäèò êàê
òðþê. Îäíàêî â ãëàâå 3 è ïîçæå ïðè èçó÷åíèè ãîìîòåòèè îíà ïîÿâèòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
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Êàê âûñîòû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñ òðåóãîëüíèêîì AMBMCM?

A

B C

AM

BMCM

HA

HB

HC

Ðèñ. 1.6: Òðè âûñîòû è òðåóãîëüíèê AMBMCM

Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè
ïåðïåíäèêóëÿðàìè òðåóãîëüíèêà AMBMCM .

Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà. Ïîýòîìó èç çàäà÷è 1.4 ìãíîâåííî ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 1.2.
Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî HA ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì EAMA
(∠EAHAMA = 90◦).

Òåîðåìà îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ òðåõ òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Óæå äëÿ ÷åòûðåõ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ýòî óòâåðæäåíèå
íåâåðíî. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, îïèñûâàåìûå íàìè â ýòîé ãëàâå, óäèâèòåëüíû � íà
îäíó îêðóæíîñòü ïîïàäàåò ìíîãî òî÷åê.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òî÷êàì HB è HC .

Çàäà÷à 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EAHCMA = ∠EAHBMA = 90◦ è, òåì ñàìûì, ãèïî-
òåçó 1.3 (ñì. ðèñ. 1.7).

1.2.2 Äåëüòîèä è ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà

Òåïåðü ïðåäñòàâèì âòîðîé ïóòü ê äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåç 1.1, 1.2, 1.3. Êàêîâû åãî
ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè? Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ðàññóæäåíèÿõ íèæå ïîòðåáóåòñÿ
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A

B CHA

HB

HC H

EA

MA

Ðèñ. 1.7: Òî÷êè HB, HC íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì EAMA

ïðîâåñòè áîëüøå ïîäñ÷åòîâ, ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äàííûé ïóòü ¾ìåíåå
ãåîìåòðè÷åí¿, ÷åì ïåðâûé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì óäàñòñÿ èçáåæàòü èñïîëüçîâà-
íèÿ êîíñòðóêöèè ðèñóíêà 1.6 è òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêó-
ëÿðîâ (êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå òðåáóåò íå ñàìûõ òðèâèàëüíûõ ðàññóæäåíèé) 4.

Íà÷íåì ñ òî÷åê EA, HB,MA, HC . Íàøà öåëü � äîêàçàòü ðàâåíñòâî

∠EAHBMA = ∠EAHCMA = 90◦. (1.1)

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû ∠EAHBMA è ∠EAHCMA ðàâíû.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EAHBMA + ∠EAHCMA = 180◦ (ñì. ðèñ. 1.8).

Èç ðåçóëüòàòîâ äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.1) è ñïðàâåäëè-
âîñòü ãèïîòåçû 1.1. Ïîëó÷åííóþ îêðóæíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωε.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÷åòûðåõóãîëüíèê EAHCMAHB. Îí äîñòàâëÿåò
ïðèìåð äåëüòîèäà � ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ äâóìÿ ïàðàìè ñìåæíûõ ðàâíûõ ñòîðîí.
Ïîëåçíî îòìåòèòü è çàïîìíèòü ñâîéñòâà äåëüòîèäà: åãî äèàãîíàëè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû, îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé äâóõ åãî óãëîâ, âòîðàÿ äåëèòñÿ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîïîëàì.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê òðåòüåé âûñîòå è åå îñíîâàíèþ. Ïðîäëèì îòðåçîê AH äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé BC è ïîêàæåì, ÷òî ∠BA1A = 90◦ (ñì. ðèñ. 1.9). Ãèïîòå-
çà 1.2, òåì ñàìûì, áóäåò äîêàçàíà.

4Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè âûñîò â òðåóãîëüíèêå è òåîðåìà îá îêðóæ-
íîñòè Ýéëåðà îêàçûâàþòñÿ íà ïîðÿäîê ¾áëèæå¿ ê àêñèîìàì. Â äàííîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íûìè îêàçûâàþòñÿ
ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ è òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà.
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A

B C

HB

HC

MA

EA

Ðèñ. 1.8: Óãëû ∠EAHBMA è ∠EAHCMA

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî (1.1) âëå÷åò çà ñîáîé óäèâèòåëüíîå íàáëþäåíèå: ñòîðîíû
äåëüòîèäà ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòÿì κA è κA. (ñì. ðèñ. 1.10)!

A

B C

HB

HC

A1

H

Ðèñ. 1.9: Òðåòüÿ âûñîòà � ýòî AA1
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Îáðàùàÿñü ê ðèñóíêó 1.9, ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê âû÷èñëèòü ∠BA1A, çà
êàêèå ôàêòû öåïëÿòüñÿ? Êñòàòè, äëÿ ëþáîãî èññëåäîâàòåëÿ (íå òîëüêî ìàòåìà-
òèêà, íî è ôèçèêà, õèìèêà, áèîëîãà, ëèíãâèñòà, èñòîðèêà, ýêîíîìèñòà, ïñèõîëîãà,
. . . ) ýòî íîðìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: Ïðèðîäà íå âûñâå÷èâàåò íóæíûå íàì ôàêòû! Ìû
âèäèì êàðòèíó âî âñåé åå ïîëíîòå, è, ÷òîáû âûñâåòèòü íóæíûå äåòàëè, èíîãäà
ïðèõîäèòñÿ ïðèëîæèòü íåìàëî óñèëèé (íàïðèìåð, ïîñòðîèòü áîëüøîé àäðîííûé
êîëëàéäåð � óñêîðèòåëü ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö äëèíîé ïîðÿäêà 30 êèëîìåòðîâ 5).
Ê ñ÷àñòüþ, â ðàáîòå ìàòåìàòèêà ïîòðåáíîñòü â òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ îãðàíè-
÷èâàåòñÿ êîìïüþòåðîì.

Ïîñìîòðèì íà ðèñóíîê 1.9 è ïîïûòàåìñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàêèå åãî ýëåìåí-
òû íàì ïîíàäîáÿòñÿ, à êàêèå íåò 6. Âî-ïåðâûõ, íàì íå íóæíû äâå äðóãèå âûñîòû
(êàêèì áû ñòðàííûì ýòî íè êàçàëîñü). Âåäü ìû õîòèì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î
âûñîòàõ, ïîýòîìó íàì ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, ê íèì íå îòíî-
ñÿùèåñÿ (èíà÷å ìû ïîïàäåì â çàìêíóòûé ëîãè÷åñêèé êðóã). Âî-âòîðûõ, ìû ìîæåì
ñìåëî èçáàâèòüñÿ îò îäíîé ïîëîâèíû äåëüòîèäà, ïîñêîëüêó îíè èäåíòè÷íû. À âîò
ïðÿìîé óãîë, ñìîòðÿùèé íà äèàìåòð îêðóæíîñòè Ωε, íàì íåîáõîäèì. Ïîíÿòíî, ÷òî
èìåííî åãî íóæíî êàê-òî ïåðåáðîñèòü íà ∠BA1A. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðèñóíîê.

A

EA

H

A1B MA

HC

κA

κA

Ðèñ. 1.10: ∠BA1A

5Íåñêîëüêî äåòàëåé, ÷òîáû âû ìîãëè ïðåäñòàâèòü òåõíè÷åñêîå ñîâåðøåíñòâî ýòîãî óñòðîéñòâà. Äëÿ óäåð-
æàíèÿ è ôîêóñèðîâêè ïðîòîííûõ ïó÷êîâ èñïîëüçóþòñÿ 1624 ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìàãíèòà, îáùàÿ äëèíà êîòîðûõ
ïðåâûøàåò 22 êèëîìåòðà, è ðàáîòàþò îíè ïðè òåìïåðàòóðå −271◦C. ×òîáû îïðåäåëÿòü, êàêèå ÷àñòèöû ðîæ-
äàþòñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû êîëëàéäåðà, èñïîëüçóþòñÿ äåòåêòîðû, èìåþùèå äëèíó îêîëî 40 ìåòðîâ, à âûñîòó
áîëüøå 20 ìåòðîâ (îíè ðàçìåðîì ñ 9-ýòàæíûé äîì).

6Ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå â ãåîìåòðèè � äåëî íå èç ïðîñòûõ. Îäíàêî
ñòåðåòü ëèøíåå îêàçûâàåòñÿ äåëîì íå ìåíüøåé ñëîæíîñòè.
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Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BA1A = 90◦ è, òåì ñàìûì, ÷òî AA1 � âûñîòà
òðåóãîëüíèêà ABC.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî òðè âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Îò-
êóäà â òîì ÷èñëå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû 1.3.

1.3 Äåâÿòü òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè

Íà ñòàðòå ìû âûáðàëè òî÷êè EA èMA êàê öåíòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé
(ñì. ðèñ. 1.3). Ýòè òî÷êè âìåñòå ñ îñíîâàíèÿìè âûñîò ïîïàëè íà îäíó îêðóæíîñòü
Ωε. Íî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î òî÷êàõ EB, EC ,MB,MC? ×åì îíè, êàê ãîâîðèòñÿ,
õóæå? Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, íà òî÷êó EC .

A

C

H

EA

EC

HB

HA

HC

κA

κC

Ðèñ. 1.11: Ðàâíîïðàâèå òî÷åê EA è EC

Òî÷êà EC ïîïàäàåò íà Ωε. Àíàëîãè÷íûå íàáëþäåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü îòíîñè-
òåëüíî îñòàâøèõñÿ òî÷åê. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïî-
òåçó.

Ãèïîòåçà 1.4. Òî÷êè EB, EC ,MB,MC ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ωε.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðîäîëæèì äâèãàòüñÿ äâóìÿ ïóòÿìè.

1.3.1 ¾Êðóòèì¿ âåðøèíû

Îêðóæíîñòü Ωε áûëà èçíà÷àëüíî îòêðûòà íàìè, êàê îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì
EAMA. Ýòà êîíñòðóêöèÿ íåñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê âåðøèíàì òðåóãîëüíè-
êà. Îäíàêî ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåçóëüòàò íå áóäåò
çàâèñåòü îò âûáîðà âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ÷òî äåìîíñòðèðóåò ðèñóíîê 1.12.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò

Çàäà÷à 1.9. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè EAMA, EBMB è ECMC
ñîâïàäàþò.
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A

B C

HB

HC

EA

MA

A

B CHA

HB

EC

MC

Ðèñ. 1.12: Îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì EAMA è ECMC

Òåì ñàìûì, ãèïîòåçà 1.4 äîêàçàíà (ñì. ðèñ. 1.18).
Âòîðîé ïóòü îêàæåòñÿ ÷óòü äëèííåå, íî âçàìåí ïðèâåäåò íàñ ê íåêîòîðûì çà-

ìå÷àòåëüíûì êîíñòðóêöèÿì. Êðîìå òîãî, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íàì íå
ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

1.3.2 Ñðåäíèå ëèíèè è ïðÿìûå óãëû

Êàêèì îáðàçîì ìîæíî ¾ïîñàäèòü¿ îñòàâøèåñÿ òî÷êè íà îêðóæíîñòü? Èñêàòü ïðÿ-
ìûå óãëû, ñìîòðÿùèå íà äèàìåòð EAMA! Íà÷íåì ñ òî÷êè EC .

A

B C

EA

EC

MA

H

Ðèñ. 1.13: ∠EAECMA
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Êàê äîêàçàòü, ÷òî óãîë ∠EAECMA ïðÿìîé? Íà ýòîì ðèñóíêå ìíîãî ïðÿìûõ
óãëîâ: âûñîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîïðîáóåì ïåðå-
áðîñèòü îäèí èç ýòèõ óãëîâ íà ∠EAECMA. Äàâàéòå çàäóìàåìñÿ, êàêèå ó íàñ âî-
îáùå åñòü ñïîñîáû ýòî ñäåëàòü? Âî-ïåðâûõ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà, à èìåííî ðàâåíñòâî óãëîâ ïðè îñíîâàíèè. Âî-âòîðûõ, ñ ïîìîùüþ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû ìåæäó ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâ-
íû.

Ìîæåì ëè ìû çàìåòèòü íà ðèñóíêå 1.13 ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå? Äà! Âèäíî,
÷òî EAEC ‖ AC è MAEC ‖ BH. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ýòè òî÷êè? Çàìåòèì,
÷òî òî÷êè EA, EC è MA � ýòî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH,CH è BC ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, íàçûâàþòñÿ ñðåäíèìè
ëèíèÿìè.

A

H H

B C

EA

EC

MA

EC

C

Ðèñ. 1.14: Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêàõ BHC è ACH

Òàêèì îáðàçîì, íàøå íàáëþäåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 1.5. Â òðåóãîëüíèêå ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ.

A

B C

M N B′

Ðèñ. 1.15: Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
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Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå ãèïîòåçó 1.5, èñïîëüçóÿ ðèñóíîê 1.15. Äîêàæèòå, ÷òî
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà ïîëîâèíå îñíîâàíèÿ.

Çàäà÷à 1.12. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EAECMA = 90◦ (ñì. ðèñ. 1.16).

B

A

C

H

EA

EC

MA

HB

Ðèñ. 1.16: ∠EAECMA è ñðåäíèè ëèíèè

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óãîë ∠EAEBMA ïðÿìîé. Òàê ìû çà-
êëþ÷àåì, ÷òî òî÷êè EB è EC ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ωε.

Îò äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 1.4 íàñ îòäåëÿåò âñåãî îäèí øàã: îñòàëîñü ðàçî-
áðàòüñÿ ñ òî÷êàìè MB è MC . Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí AC è AB
òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó åñòü âñå îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ðàññóæäåíèÿ ñî
ñðåäíèìè ëèíèÿìè ïîìîãóò è çäåñü. Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, íà òî÷êó MB.

A

B C

EA

MA

MB

HB

HC H

HA

κB

Ðèñ. 1.17: Òî÷êà MB � ñåðåäèíà AC è öåíòð îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 1.13. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EAMBMA = 90◦ (ñì. ðèñ. 1.17) è, òåì ñàìûì, ÷òî
òî÷êà MB ëåæèò íà îêðóæíîñòè Ωε.
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Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óãîë ∠EAMCMA ïðÿìîé è ÷òî MC
ëåæèò íà îêðóæíîñòè Ωε. Ãèïîòåçà 1.4 äîêàçàíà! Îêðóæíîñòü Ωε íàçûâàåòñÿ
îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà 7 èëè îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê (ñì. ðèñ. 1.18).

A

B C

EA

EB EC

HA

HB

HC

MA

MBMC

Ωε

Ðèñ. 1.18: Îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê

7Ïî âñåé âèäèìîñòè, Ýéëåð íå èìåë îòíîøåíèÿ ê îòêðûòèþ ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî ôàêòà. Â èñòîðèè íàóêè
ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îòêðûòèé, êîòîðûå íàçâàíû íå â ÷åñòü ñâîèõ ïåðâîîòêðûâàòåëåé: òåîðåìà
Ïèôàãîðà áûëà èçâåñòíà çàäîëãî äî íåãî â Äðåâíåì Âàâèëîíå, ðÿäû Òåéëîðà èçîáðåë Íüþòîí, äçåòà-ôóíêöèþ
Ðèìàíà îòêðûë Ýéëåð, äàæå Àìåðèêà íå íàçûâàåòñÿ Êîëóìáèåé.
Âîçâðàùàÿñü ê îêðóæíîñòè Ýéëåðà, ñêàæåì, ÷òî îíà ïîÿâèëàñü íåçàâèñèìî â ñåðèè ðàáîò. Îòìåòèì ñëåäóþ-

ùèõ àâòîðîâ: Benjamin Bevan (1804), Charles Brianchon and Jean-Victor Poncelet (1821), Karl Feuerbach (1822) è
Olry Terquem (1842). Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò îòûñêàòü ïîäðîáíîñòè â ñòàòüå ¾History of the nine-point
circle¿ (àâòîð J.S. MacKay).
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1.4 Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ è íàáëþäåíèÿ

1.4.1 Ïðÿìîóãîëüíèêè Ýéëåðà

Ñêîìáèíèðóåì ðåçóëüòàòû çàäà÷ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. À èìåííî, áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïðÿìûå óãëû íå ïî îäíîìó, à ïàðàìè. Òîãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ îêðóæ-
íîñòüþ äåâÿòè òî÷åê ñâÿçàíû çàìå÷àòåëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè.

EB EC

MBMC

EA

EB EC

MA

MBMC

Ðèñ. 1.19: Ïðÿìîóãîëüíèêè Ýéëåðà

1.4.2 Îñòðûé è òóïîé óãëû

Íà âñåõ êàðòèíêàõ âûøå áûëè èçîáðàæåíû îñòðîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, íî âñå
óòâåðæäåíèÿ ôîðìóëèðîâàëèñü òàêèì îáðàçîì, áóäòî îíè âåðíû äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî (â òîì ÷èñëå òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà). Íåò ëè òóò îáìàíà? Âûäåðæàò ëè
íàøè êîíñòðóêöèè òóïîé óãîë? Âïîëíå. Âñå îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó, òîëüêî òåïåðü
îñíîâàíèÿ âûñîò ëåæàò íå íà ñòîðîíàõ, à íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ (ñì. ðèñ. 1.20).

A

B C

H

EA

EB EC

HA

HB

HC

Ðèñ. 1.20: Îêðóæíîñòü Ýéëåðà òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
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Ïîñìîòðèì íà äâå êàðòèíêè íèæå (ðèñ. 1.21). È ñïðàâà, è ñëåâà íàðèñîâàíû
îêðóæíîñòè Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC. Òîëüêî òðåóãîëüíèêè ðàçíûå: òóïîóãîëü-
íûé ABC ñëåâà è îñòðîóãîëüíûé ABC ñïðàâà. Òðåóãîëüíèêè ðàçíûå, à îêðóæ-
íîñòü Ýéëåðà îäíà è òà æå! Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A èH ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè,
íî îêðóæíîñòü Ýéëåðà ïðè ýòîì îáìåíå îñòàëàñü íà ïðåæíåì ìåñòå.

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâ BAC è BHC
ñîâïàäàþò 8.

Äîêàçàííûé ðåçóëüòàò òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ýòà æå îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ Ýéëåðà è òðåóãîëüíèêà AHC, è òðåóãîëüíèêà AHB. Íà ðèñóíêå 1.22 èçîá-
ðàæåíà îêðóæíîñòü Ýéëåðà ñðàçó ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ!

A

B CHA

HB

HC

EA

EB
EC

H A

B C

EA

EB EC

HA

HB

HC

H

Ðèñ. 1.21: Ìåíÿåì ìåñòàìè A è H

A

B C

H

Ðèñ. 1.22: Îêðóæíîñòü Ýéëåðà: BAC è BHC

8Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â 1861 ãîäó Óèëüÿìîì Ãàìèëüòîíîì (1805-
1865) � îäíèì èç ÿð÷àéøèõ ìàòåìàòèêîâ XIX ñòîëåòèÿ. Åìó òàêæå ïðèíàäëåæàò îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû â
îáëàñòè ôèçèêè è ìåõàíèêè.
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1.4.3 Ñåðåäèííûå òðåóãîëüíèêè

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òðåóãîëüíèêè EAEBEC è MAMBMC . Ìû íàçâàëè èõ ñåðå-
äèííûìè, ïîñêîëüêó èõ âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåç-
êîâ. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé
îêðóæíîñòüþ ñåðåäèííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

EA

EB EC

MA

MBMC

EA

EB EC

MA

MBMC

Ðèñ. 1.23: Îêðóæíîñòü Ýéëåðà: EAEBEC è MAMBMC

Çàäà÷à 1.15. Äîêàæèòå, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâ EAEBEC èMAMBMC ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷à 1.16. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè EAEBEC è MAMBMC ðàâíû.

Çàäà÷à 1.17. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè EAMA, EBMB è ECMC ðàâíû è ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå. Êàê ýòà òî÷êà ñâÿçàíà ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
ABC 9?

9Íàáëþäåíèÿ, äîêàçàííûå â ýòèõ çàäà÷àõ, ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè EAEBEC è MAMBMC

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû.
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Ãëàâà 2

Áèññåêòðèñû è òî÷êè W

Äàííûé ñþæåò áóäåò ñ îäíîé ñòîðîíû åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåãî,
à ñ äðóãîé � ðàñêðîåò äàëåêî íå î÷åâèäíûå ñâÿçè ìåæäó âûñîòàìè è áèññåêòðèñà-
ìè â òðåóãîëüíèêå. Êîíñòðóêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ãëàâå, áóäóò ðåãóëÿðíî
âñòðå÷àòüñÿ â ïðîöåññå íàøèõ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Äëÿ îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ýòîé ãëàâû äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåðâûõ ïÿòè ïàðàãðà-
ôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà, âêëþ÷àÿ

• ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê;
• òåîðåìû îá îïèñàííîé, âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòÿõ òðåóãîëüíè-
êà.

Â ãëàâå 1 âåäóùóþ ðîëü èãðàëè âûñîòû òðåóãîëüíèêà. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó
íàì òàêæå âñòðåòèëèñü ñåðåäèíû ñòîðîí, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñåðåäèííûå ïåð-
ïåíäèêóëÿðû è ìåäèàíû òîæå áóäóò êàê-òî ó÷àñòâîâàòü â íàøèõ êîíñòðóêöèÿõ
èç ãëàâû 1. Ýòè îæèäàíèÿ âïîëíå îïðàâäàíû � â ãëàâå 4 ìû óâèäèì ïî÷åìó.
Íî ñðåäè âñåõ ýòèõ çàìå÷àòåëüíûõ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òðåóãîëüíèêîì, íàì íå
âñòðåòèëèñü áèññåêòðèñû. È ñîâåðøåííî íå âèäíî, êàê îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ!

Ñ ÷åì ñâÿçàíî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî? Åñëè âû ïîñìîòðèòå øêîëüíûå ó÷åáíèêè, òî
îáíàðóæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà äâîéñòâåííû ñåðåäèííûì ïåðïåíäè-
êóëÿðàì. Â ñàìîì äåëå, âñïîìíèì, íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê ¾ñåðå-
äèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó¿ è ¾áèññåêòðèñà óãëà¿, èëè òåîðåìû îá îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà è âïèñàííîé îêðóæíîñòè. . . Íî âñå æå áèññåêòðèñ
ñðåäè êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà, íå âèäíî. Îäíàêî íå áóäåì
òîðîïèòüñÿ . . .
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2.1 Áèññåêòðèñû è âûñîòû

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è îòìåòèì äëÿ íåãî öåíòð I âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè è öåíòðû IA, IB, IC âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè òî÷êè
ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ABC.

A

B C

IA

IB

IC

I

Ðèñ. 2.1: 4IAIBIC

×òî ìîæíî çàìåòèòü íà ðèñóíêå 2.1? Êàê ñâÿçàíû òðåóãîëüíèêèABC è IAIBIC?

Ãèïîòåçà 2.1.
à) Âåðøèíû A,B,C èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà
IAIBIC.
á) Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà IAIBIC.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå ãèïîòåçó 2.1.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèñ-
ñåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà IAIBIC !

Ïðåäûäóùàÿ ãëàâà íàó÷èëà íàñ èñêàòü îêðóæíîñòü òàì, ãäå åñòü ïðÿìûå óãëû.
×òî æ, òîëüêî ÷òî ìû îòûñêàëè öåëûõ òðè ïðÿìûõ óãëà (çàìåòüòå, íà ðèñóíêå ñ
áèññåêòðèñàìè!).

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èç ÷åòâåðîê òî÷åê (IA, I, B, C) è (IB, IC , B, C)
ëåæèò íà îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 2.2).

Öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç WA è WA ñîîòâåòñòâåííî. Îíè
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ IAI è IBIC . ×òî ìû ìîæåì ñêàçàòü îá ýòèõ òî÷êàõ?
Êàê îíè ñâÿçàíû ñ îñòàëüíûìè òî÷êàìè?
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A

B C

IA

IB

IC

I = HI

WA

WA

Ðèñ. 2.2: 4IAIBIC : ÷åòâåðêè òî÷åê íà îêðóæíîñòè

2.2 Òî÷êè WA è W
A

Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, íåëüçÿ íå çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ öåïî÷êà ôàêòîâ î÷åíü
ïîõîæà íà òó, êîòîðóþ ìû ïîñòðîèëè â íà÷àëå ïðåäûäóùåé ãëàâû. Ðàçóìååòñÿ,
òàêàÿ ïîõîæåñòü íå ìîæåò íå èìåòü îïðåäåëåííîé ïðè÷èíû! Àíàëîãèè â íàóêå
èãðàþò î÷åíü âàæíóþ ðîëü. Íàáëþäåíèå è àíàëèç àíàëîãèé ÷àñòî ïðèâîäèëè ê
çíà÷èòåëüíûì îòêðûòèÿì 1. Âîîáùå, åñëè âû ñòàëêèâàåòåñü ñ ïîõîæåñòÿìè è àíà-
ëîãèÿìè, ñòîèò ïîïûòàòüñÿ îòûñêàòü, â ÷åì êðîåòñÿ ïîðîäèâøàÿ èõ ïðè÷èíà (îíà,
êàê ïðàâèëî, åñòü, äàæå åñëè è îòûñêàòü åå î÷åíü òðóäíî).

Åñëè âû, äîðîãîé ÷èòàòåëü, óæå óâèäåëè ïðè÷èíó àíàëîãèè ìåæäó êàðòèíêàìè
èç ýòîé è ïðåäûäóùåé ãëàâ, òî ÷åñòü âàì è õâàëà! Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ âàñ ñëåäóþ-
ùåå íàáëþäåíèå íå ïîêàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì. À ÷èòàòåëÿ, êîòîðûé åùå òåðÿåòñÿ
â äîãàäêàõ, ìû ðàññ÷èòûâàåì óäèâèòü.

Íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äîëæíà áûòü âåðíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

1Êîãäà âû åäåòå â ëèôòå, êîòîðûé óñêîðÿåòñÿ, âàø âåñ ìåíÿåòñÿ. Îùóùåíèÿ òàêèå, áóäòî ãðàâèòàöèîííûå
ñèëû èçìåíèëè ñâîþ âåëè÷èíó (à åñëè âû îêàæåòåñü â ëèôòå, êîòîðûé ñâîáîäíî ïàäàåò, âû ñàìè îêàæåòåñü â ñî-
ñòîÿíèè íåâåñîìîñòè: ñèëû èíåðöèè ïîëíîñòüþ ñêîìïåíñèðóþò ãðàâèòàöèîííûå ñèëû). È ÷òî ìîæíî âûâåñòè èç
òàêîãî íàáëþäåíèÿ?! Àëüáåðò Ýéíøòåéí îáîáùèë åãî â âèäå ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé â êîíå÷íîì ñ÷å-
òå ïðèâåë ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå ýôôåêòû îáóñëîâëåíû èñêðèâëåíèåì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
÷òî çàëîæèëî îñíîâû îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Â 1973 ãîäó ßêîâ Áåêåíøòåéí îáðàòèë âíèìàíèå íà àíàëîãèþ ìåæäó çàêîíàìè òåðìîäèíàìèêè è ïîâåäåíèåì

íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðíûõ äûð. Â ðåçóëüòàòå óñèëèÿìè Áåêåíøòåéíà, Õîêèíãà, Çåëüäîâè÷à è Ñòàðî-
áèíñêîãî áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðíûõ äûð, êîòîðàÿ ÿâèëàñü ïåðâûì îòêðûòèåì, îáúåäèíÿ-
þùèì îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Ýòîò ðåçóëüòàò ñòàë ïåðâûì ïðîäâèæåíèåì íà
åùå äàëåêî íå îêîí÷åííîì ïóòè ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè � òåîðèè, êîòîðàÿ ñìîãëà áû îáúÿñíèòü ñàìûå
ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ïðèðîäû.
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A

IA

B C

IB

IC

WA

WA

Ðèñ. 2.3: Òî÷êè W íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè

Ãèïîòåçà 2.2. Òî÷êèWA èWA ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå ãèïîòåçó 2.2.

×åòâåðêó ðàâíûõ îòðåçêîâ WAB = WAC = WAI = WAIA íàçûâàþò ïåðâîé
ëàïêîé, à ÷åòâåðêó ðàâíûõ îòðåçêîâ WAB = WAC = WAIB = WAIC � âòîðîé
ëàïêîé (ñì. ðèñ. 2.4).

Íà ñàìîì äåëå ñâÿçü òî÷åê WA è WA ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ îêàçûâàåòñÿ
åùå áîëåå ðåãóëÿðíîé.
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Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî WAW
A ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC.

I

IA

B C

IB

IC

WA

WA

B C

Ðèñ. 2.4: Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ¾ëàïêè¿

Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ WAW
A ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿ-

ðîì ê îòðåçêó BC.

A

B C

WA

WA

O

Ðèñ. 2.5: Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð WAW
A

Òàêèì îáðàçîì ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî òî÷êèWA èWA ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó
BC. Ïîäâîäÿ ïðîìåæóòî÷íûé èòîã, ïðåäñòàâëÿåì íèæå òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðå-
äåëåíèÿ òî÷åê W .
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A

B C

WA

WA

Ðèñ. 2.6: Òî÷êè W êàê ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ

A

B C

WA

WA

Ðèñ. 2.7: Òî÷êè W êàê ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ

A

B C

WA

WA

Ðèñ. 2.8: Òî÷êè W êàê ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ñ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì
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Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, îòìåòèì âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè,
êîòîðûå âîçíèêëè ó íàñ ïðè èññëåäîâàíèè òðåóãîëüíèêà IAIBIC .

A

I

IA

WA

WA

B C

Ðèñ. 2.9: Òðåóãîëüíèêè ABC è IAIBIC : ïÿòü óãëîâ

Çàäà÷à 2.6. Ïóñòü ∠BAC = α. Âû÷èñëèòå óãëû ∠BIC,∠BIAC,∠BWAC,∠BWAC.

2.3 Âûñîòû è áèññåêòðèñû

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû îáîçíà÷èëè ñâÿçü ìåæäó áèññåêòðèñàìè è âûñîòàìè.
À èìåííî, îêàçàëîñü, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì,
êàê âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà IAIBIC .

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê âûñîòàì òðåóãîëüíèêà ABC, òî ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî
îíè îêàæóòñÿ áèññåêòðèñàìè íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà? Òàêèå îæèäàíèÿ âïîëíå
îïðàâäàíû, âåäü åñëè îáîçíà÷åííàÿ íàìè ñâÿçü î äâîéñòâåííîñòè áèññåêòðèñ è
âûñîò âåðíà, òî îíà äîëæíà ðàáîòàòü â îáå ñòîðîíû. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òðåóãîëüíèê ABC � îñòðîóãîëüíûé.

Êàêîé òðåóãîëüíèê áóäåò åñòåñòâåííûì ïðåòåíäåíòîì íà òî, ÷òîáû âûñîòû
òðåóãîëüíèêà ABC îêàçàëèñü åãî áèññåêòðèñàìè? Îáðàùàÿñü ê êàðòèíêàì âû-
øå, ÿñíî, ÷òî îí äîëæåí áûòü êàê-òî ñâÿçàí ñ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ABC (êàê
òðåóãîëüíèê IAIBIC íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà ABC).

Ãèïîòåçà 2.3. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëü-
íèêà HAHBHC.

Êàê ïîäîáðàòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé ãèïîòåçû? Ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîêà-
çàòü ýòî ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé. Íî äàæå åñëè ýòî è óäàñòñÿ, ïðè÷èíà
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A

B CHA

HB

HC H

Ðèñ. 2.10: Âûñîòû � áèññåêòðèñû îðòîòðåóãîëüíèêà?

ÿâëåíèÿ îñòàíåòñÿ íåïîíÿòîé, ïîýòîìó ïîïûòàåìñÿ íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçà-
òåëüñòâî.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïðîâåëè äîñòàòî÷íî ñåðüåçíîå èññëåäîâàíèå áèñ-
ñåêòðèñ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Â ÷àñòíîñòè, ìû îáíàðóæèëè ñâÿçü ìåæäó
áèññåêòðèñàìè è îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Ïîñìîòðèì íà îïèñàííóþ îêðóæíîñòü
òðåóãîëüíèêà HAHBHC .

A

B CHA

HB

HC

H

Ðèñ. 2.11: Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà HAHBHC

Ýòî æå îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC! Ìû çíàåì, ÷òî îíà âòî-
ðè÷íî ïåðåñåêàåò âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ EA, EB, EC .

Çàäà÷à 2.7. Êàêèìè òî÷êàìè áóäóò EA, EB, EC äëÿ òðåóãîëüíèêà HAHBHC? Êà-
êèìè òî÷êàìè áóäóò MA,MB,MC äëÿ òðåóãîëüíèêà HAHBHC?

Çàäà÷à 2.8. Äîêàæèòå ãèïîòåçó 2.3.
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Òàêèì îáðàçîì, îðòîòðåóãîëüíèê îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîé-
ñòâîì: îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå åãî âåðøèíû ñ âåðøèíàìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà,
ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè.

A

B CHA

HB

HC H = IH

Ðèñ. 2.12: Âûñîòû � áèññåêòðèñû îðòîòðåóãîëüíèêà.

A

B CHA

HB

HC

AM

BMCM

Ðèñ. 2.13: Òî÷êà H êàê öåíòð îïèñàííîé (4AMBMCM) è âïèñàííîé (4HAHBHC) îêðóæíîñòåé.
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Èç ðàâåíñòâà îòìå÷åííûõ âûøå óãëîâ ñðàçó æå ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ ìåæäó
ñòîðîíàìè îðòîòðåóãîëüíèêà è èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

A

B CHA

HB

HC H

Ðèñ. 2.14: Ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà � áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ îðòîòðåóãîëüíèêà.

Áîëåå òîãî, àíàëîãèÿ ñ ïðåäûäóùèìè êîíñòðóêöèÿìè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà.

Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèA,B,C ÿâëÿåòñÿ öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêà HAHBHC .

Ðàâåíñòâà óãëîâ, îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå 2.14, ïîçâîëÿþò îòûñêàòü åùå îäíó
âàæíóþ ñâÿçü ìåæäó òðåóãîëüíèêàìè ABC è HAHBHC .

A

B C

HB

HC

H

Ðèñ. 2.15: Òðåóãîëüíèê AHBHC

Çàäà÷à 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AHBHC = ∠B. Îáúÿñíèòå, êàê ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà
ñ çàäà÷åé 2.6.
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Àíàëîãè÷íîå, ðàçóìååòñÿ, âåðíî äëÿ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A è C. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñòîðîíû îðòîòðåóãîëüíèêà îòñåêàþò îò ABC òðåóãîëüíèêè, óãëû êîòîðûõ
ðàâíû óãëàì òðåóãîëüíèêà ABC!

Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ îðòîòðåóãîëüíèêà âîçíèêàåò åñòå-
ñòâåííûé âîïðîñ 2: âåðíû ëè îáðàòíûå òåîðåìû? Â ÷àñòíîñòè, îáðàòèì âíèìàíèå
íà ðèñóíîê 2.16. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê KLM ñ âåðøèíàìè íà ñòîðîíàõ
òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâ, ÷òî ëó÷è KA,LB,MC ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè òðå-
óãîëüíèêà KLM , òî òî÷êè K,L,M � îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC? Åñëè
ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò, òî ïîÿâëÿåòñÿ

Ãèïîòåçà 2.4. Îáðàòíàÿ òåîðåìà (ê 2.8) âåðíà (ñì. ðèñ. 2.16).

A

B CK

L

M

Ðèñ. 2.16: Îáðàòíàÿ òåîðåìà âåðíà?

A

B CK

L

M

Ðèñ. 2.17: Ïî÷òè îáðàòíàÿ òåîðåìà

Çàäà÷à 2.11 (*). 3 Äîêàæèòå ãèïîòåçó 2.4

Ïðîñòûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è íå âèäíî. Òåì íå ìåíåå, åñëè îáðà-
òèòüñÿ ê ðèñóíêó 2.14, òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü ¾ïî÷òè îáðàòíóþ¿ òåîðåìó
(ñì. ðèñ. 2.17).

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê KLM ñ âåðøèíàìè íà ñòîðîíàõ
òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâ, ÷òî îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå 2.17 óãëû ðàâíû, òî òî÷êè
K,L,M � îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC 4.

2Ëþáàÿ íàóêà, à çíà÷èò è ãåîìåòðèÿ â òîì ÷èñëå, ñòðîèòñÿ íà âîïðîñàõ. Âîïðîñû âàæíåå îòâåòîâ! Äà, ìíîãèå
ïîòðÿñàþùèå îòêðûòèÿ áûëè ñäåëàíû â ïîïûòêàõ äàòü îòâåò, íî îòâåò íà çàäàííûé ðàíåå âîïðîñ! Ìàòåìàòèêà,
áûòü ìîæåò, äàæå áîëåå, ÷åì äðóãèå íàóêè, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èñêóññòâîì çàäàâàòü âîïðîñû.

3Çäåñü è äàëåå çâåçäî÷êîé áóäóò ïîìå÷åíû çàäà÷è, êîòîðûå åñòåñòâåííî âîçíèêëè â õîäå íàøåãî èññëåäîâàíèÿ,
íî ðåøèòü êîòîðûå âàì, âîçìîæíî, ïîêà íå óäàñòñÿ â ñèëó íåõâàòêè çíàíèé. Ìû áóäåì ðåãóëÿðíî âîçâðàùàòüñÿ
ê òàêèì çàäà÷àì ïîñëå îñâîåíèÿ íîâîé òåõíèêè.

4Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è 2.11. Îäíàêî â îòëè÷èå îò íåå çàäà÷à 2.12 ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâèòîé íàìè òåõíèêè.
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2.4 Îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ

Ñ áèññåêòðèñàìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí åùå îäèí òðåóãîëüíèê. À èìåííî,
òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ èñõîäíîãî.

Åñëè òðåóãîëüíèê ABC � ïðîèçâîëüíûé, òî íèêàêèõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ
òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ, íå âèäíî 5 (ñì. ðèñ. 2.18).

Â òàêîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé îáëàäàåò êàêèì-òî
ðåãóëÿðíûì ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì (ñì. ðèñ. 2.19).

Çàäà÷à 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê ABC ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì,
òî òðåóãîëüíèê LALBLC òàêæå áóäåò ðàâíîáåäðåííûì.

A

B CLA

LB

LC

I

Ðèñ. 2.18: Òðåóãîëüíèê LALBLC

A

B C
LA

LBLC

Ðèñ. 2.19: Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ABC è LALBLC

Ïðîäîëæàÿ ñëåäîâàòü íàøåé òðàäèöèè çàäàâàòü âîïðîñû, íåëüçÿ íå ñïðîñèòü,
âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò! Åñëè òðåóãîëüíèê LALBLC
ðàâíîáåäðåííûé, òî ó òðåóãîëüíèêà ABC ìîæåò íå áûòü ðàâíûõ ñòîðîí, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå 2.20!

Åùå áîëåå óäèâèòåëüíîå íàáëþäåíèå ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ñëåãêà ¾ïîøåâå-
ëèòü¿ òðåóãîëüíèê ABC íà ðèñóíêå 2.20. Ïðè ìàëîì øåâåëåíèè òðåóãîëüíèê

5Ïîêà íå âèäíî... Â ãëàâå 10 ìû âîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë.
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A

B CLA

LB

LC

Ðèñ. 2.20: Òðåóãîëüíèê LALBLC � ðàâíîáåäðåííûé!

LALBLC îñòàíåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì! Äåëî â òîì, ÷òî òðåóãîëüíèê LALBLC áó-
äåò ðàâíîáåäðåííûì, åñëè óãîë ∠BAC íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå ïðèáëèçèòåëüíî
(102◦40′; 104◦28′) 6. Ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, åñòü çà-
ìå÷àòåëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 4π/7, 2π/7 è π/7.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîäñêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåãî èññëåäî-
âàíèÿ: äàâàéòå ïîïðîáóåì ìåíÿòü ãðàäóñíóþ ìåðó óãëà ∠BAC è ñìîòðåòü, ÷òî
áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ òðåóãîëüíèêîì LALBLC . Åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ ¾õîðîøèõ¿
óãëîâ. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê òàêîìó íàáëþäåíèþ: åñëè ó òðåóãîëüíèêà ABC îäèí
èç óãëîâ ðàâåí 120◦, òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îñíîâàíèÿìè åãî áèññåêòðèñ,
áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì!

60◦ 60◦

A

B C
LA

LB

LC

Ðèñ. 2.21: Òðåóãîëüíèê LALBLC � ïðÿìîóãîëüíûé?

Çàäà÷à 2.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∠BAC = 120◦ òðåóãîëüíèê LALBLC � ïðÿìî-
óãîëüíûé.

Òåïåðü âíîâü âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå? Âåðíî ëè, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíèêå ABC òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé îñíî-
âàíèÿìè áèññåêòðèñ ïðÿìîóãîëüíûé, òî îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí
120◦?

6Áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå çâó÷èò òàê: òðåóãîëüíèê ABC ìîæåò áûòü íåðàâíîáåäðåííûì, íî ýòî ìîæåò

áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîñèíóñ îäíîãî èç åãî óãëîâ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå
(
− 1

4 ;
√
17−5
4

)
. Òàêîé ðåçóëü-

òàò ïîëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó âîïðîñ îïèñàíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC ñâîäèòñÿ ê óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî
óðàâíåíèÿ.
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Çàäà÷à 2.15 (*). Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ çàäà-
÷è 2.14, âåðíî.

A

B CLA

LB

LC

120◦?

Ðèñ. 2.22: ∠BAC = 120◦?

2.5 W -òðåóãîëüíèêè

Äî ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàëè òî÷êè W ïî îòäåëüíîñòè. Òåïåðü äàâàéòå îáðàòèìñÿ
ê òðåóãîëüíèêó WAWBWC .

A

B C

IA

IB

IC

WA

WB

WC

I

Ðèñ. 2.23: Òðåóãîëüíèê WAWBWC

Çàäà÷à 2.16. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ WAWBWC è IAIBIC ïàðàë-
ëåëüíû.

39



A

B C

WA

WB

WC

I = HW

Ðèñ. 2.24: Òðåóãîëüíèêè ABC è WAWBWC

Çàäà÷à 2.17. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà I òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðå-
ñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà WAWBWC .

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè WAWBWC è WAWBWC . Êàê îíè âçàèìîäåéñòâóþò
äðóã ñ äðóãîì? Ðèñóíîê ñëåâà ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Çàäà÷à 2.18.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ WAWBWC è WAWBWC ïàðàëëåëüíû.
á) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè WAWBWC è WAWBWC ðàâíû (ñì. ðèñ. 2.25
è 2.23).

A

B C

WA

WA

WB

WB

WC

WC

WA

WA

WB

WB

WC

WC

Ðèñ. 2.25: 4WAWBWC è 4WAWBWC

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ðèñóíîê ñïðàâà, òî ïîÿâëÿåòñÿ

Çàäà÷à 2.19. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêèWAW
A,WBW

B èWCW
C ïåðåñåêàþòñÿ â îä-

íîé òî÷êå. Êàê ýòà òî÷êà ñâÿçàíà ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC?
(Ñðàâíèòå ýòó çàäà÷ó ñ çàäà÷åé 1.17.)
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Ãëàâà 3

Òðåóãîëüíèêè Ýéëåðà

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðèñóíêè 1.6 è 2.3. ×òî îáùåãî ó òðåóãîëüíèêîâ AMBMCM
è IAIBIC? È òîò è äðóãîé ïîÿâèëèñü ïðè èññëåäîâàíèè êëþ÷åâûõ îáúåêòîâ èñõîä-
íîãî òðåóãîëüíèêà ABC: âûñîò â ïåðâîì ñëó÷àå, áèññåêòðèñ âî âòîðîì. È òîò è
äðóãîé ñâÿçàíû ñ èñõîäíûì òðåóãîëüíèêîì ÷åðåç îêðóæíîñòü Ýéëåðà: â ïåðâîì
ñëó÷àå âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí, âî âòîðîì
� îñíîâàíèÿìè âûñîò. Òàêèì îáðàçîì îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC
ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà ¾áîëüøèõ¿ òðåóãîëüíèêîâ. Òàêèå ¾áîëüøèå¿ òðå-
óãîëüíèêè ìû áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíèêàìè Ýéëåðà.

Â ñâÿçè ñ ýòèìè íàáëþäåíèÿìè âîçíèêàåò åñòåñòâåííûå âîïðîñû:

• Êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ Ýéëåðà äëÿ çàäàííîãî òðåóãîëüíèêà
ABC?

• Ïîìîãóò ëè äðóãèå òðåóãîëüíèêè Ýéëåðà èññëåäîâàòü ñâîéñòâà êàêèõ-ëèáî
çàìå÷àòåëüíûõ îáúåêòîâ â òðåóãîëüíèêå (êàê ïîìîãëè íàì òðåóãîëüíèêèAMBMCM
è IAIBIC)?

Óòî÷íèì çàäà÷ó. Ìû çíàåì, ÷òî íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà ëåæàò äåâÿòü çàìå-
÷àòåëüíûõ òî÷åê. Âûáåðåì ëþáûå òðè èç íèõ â êà÷åñòâå âåðøèí èñõîäíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC è ïðåäïðèìåì ïîïûòêó îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

• Âñåãäà ëè ìîæíî äëÿ äàííîé òðîéêè òî÷åê ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê Ýéëåðà?

• Êàê îñóùåñòâèòü ýòî ïîñòðîåíèå?

• Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ Ýéëåðà?
Äëÿ îñâîåíèÿ ñîäåðæàùåãîñÿ â äàííîé ãëàâå ìàòåðèàëà äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåð-

âûõ ïÿòè ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà, ïðèçíàêîâ è ñâîéñòâ ïàðàëëåëîãðàì-
ìà è ïåðâûõ äâóõ ãëàâ äàííîé êíèãè.

Íà âñåì ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ñîõðàíåíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.

• MA,MB,MC � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà;

• HA, HB, HC � îñíîâàíèÿ âûñîò;

• H,O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî;

• EA, EB, EC � ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êîé H;

• κA,κA � îêðóæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûñîòàìè â òðåóãîëüíèêå.
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3.1 H-òðåóãîëüíèê è ñâîéñòâà îðòîöåíòðà

Ó íàñ åñòü òðåóãîëüíèê AMBMCM , äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí. Òàêæå ó íàñ åñòü òðåóãîëüíèê IAIBIC , äëÿ êîòîðîãî âåð-
øèíû èñõîäíîãî ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò. Åñòåñòâåííûì ïåðâûì øàãîì áó-
äåò ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò òî÷êàìè
EA, EB, EC . Òàêîé òðåóãîëüíèê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçAHBHCH (ñì. ðèñ. 3.1).

A

B C

AH

BH CH

H

Ha

Hb

Hc

Ðèñ. 3.1: Òðåóãîëüíèê AHBHCH

Èç î÷åâèäíûõ íàáëþäåíèé ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâABC èAHBHCH
ñîâïàäàþò îðòîöåíòðû. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêAHBHCH
ïîìîæåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà îðòîöåíòðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà AHBHCH , êîòîðûå ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ha, Hb è Hc, ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà ABC, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà AHBHCH .
Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü òî÷êè Ha, Hb, Hc òîëüêî ñ ïîìîùüþ òðåóãîëüíèêà ABC?
Îêàçûâàåòñÿ, äà!
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A

B C

H

Ha

Ðèñ. 3.2: Òî÷êà Ha

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè H è Ha ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
BC. (ñì. ðèñ. 3.2 è 3.3).

A

B C

H

AH

BH CHHa

Ðèñ. 3.3: Òî÷êà Ha â òðåóãîëüíèêå AHBHCH

Ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà AHBHCH , êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
A′, B′, C ′ (ïðè÷èíà èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ îáîçíà÷åíèé ïðîÿñíèòñÿ â çàäà÷å 3.4),
òàêæå ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ñâÿçàíû ëè êàê-òî
ýòè òî÷êè ñ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà ABC? Äà!
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H

A′

B CMA

A

Ðèñ. 3.4: Ïàðàëëåëîãðàìì BHCA′

Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BHCA′ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì (ñì. ðèñ. 3.4 è 3.5).

A

B C

H

A′

MA

AH

BH CH

Ðèñ. 3.5: Ïàðàëëåëîãðàìì BHCA′ â òðåóãîëüíèêå AHBHCH

Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çàìå÷àòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó òî÷êàìè H
è A′.
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A

B C

H

A′

MA

Ðèñ. 3.6: Òî÷êà A′

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèH è A′ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû ñòîðîíû BC, ò.å. òî÷êè MA

1 (ñì. ðèñ. 3.6 è 3.7).

A

B C

AH

BH CH

H

A′ = MAH

MA

Ðèñ. 3.7: Òî÷êà A′ â òðåóãîëüíèêå AHBHCH

Òî÷êà A′ îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííî ñâÿçàííîé íå òîëüêî ñ îðòîöåíòðîì òðåóãîëü-
íèêà, íî òàêæå ñ ëåæàùåé íàïðîòèâ âåðøèíîé. Ðèñóíêè 3.8 è 3.9 äåìîíñòðèðóþò
çàìå÷àòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó òî÷êàìè A è A′.

1Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè H,MA, A
′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ÷òî HMA = MAA

′.
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H

A′

B C

O

A

Ðèñ. 3.8: AA′ � äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AA′ ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà ABC 2 (ñì. ðèñ. 3.8 è 3.9).

A

B C

H

A′

O

AH

BH CH

Ðèñ. 3.9: Äèàìåòð AA′ â òðåóãîëüíèêå AHBHCH

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà òðåóãîëüíèê AHA′ (ñì. ðèñ. 3.10), êîòîðûé áóäåò
èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â ãëàâå 4.

2Â ñâåòå èìåííî ýòîãî ôàêòà ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà AHBHCH áûëè îáîçíà÷åíû ÷åðåç A′, B′, C ′.
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A

B C

AH

BH CH

H

A′

O

Ðèñ. 3.10: Òðåóãîëüíèê AHA′

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî÷êè HaHbHc è îáðàçîâàííûé èìè òðåóãîëüíèê. Íà êàð-
òèíêàõ íèæå äëÿ óäîáñòâà îïóñòèì èíäåêñ S.

A

B C

Ha

Hb

Hc

H

A

B C

Ha

Hb

Hc

H

Ðèñ. 3.11: Òðåóãîëüíèêè ABC è HaHbHc

Çàäà÷à 3.5.
à) Äîêàæèòå, ÷òî HbA = HcA.
á) Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêàABC � áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêàHaHbHc.
â) Êàêèìè òî÷êàìè äëÿ òðåóãîëüíèêà HaHbHc ÿâëÿþòñÿ òî÷êè A,B,C?
ã) Äîêàæèòå, ÷òî H � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà HaHbHc.
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Î÷åâèäíà ñâÿçü ìåæäó òðåóãîëüíèêîì HaHbHc è îðòîòðåóãîëüíèêîì òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò äîêàçàòü åùå îäíî çàìå÷àòåëüíî ñâîéñòâî îðòî-
òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 3.12).

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AO è HBHC ïåðïåíäèêóëÿðíû.

A

B C

O

HB

HC

Ðèñ. 3.12: AO ⊥ HBHC
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Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà íà ðèñóíêå 3.13 âñå òðè òðåóãîëüíèêàAMBMCM , IAIBIC
è AHBHCH . Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì àíàëîãè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ òðîåê òî÷åê, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà.

A

B C

AM

BMCM

IA

IB

IC

AH

BH CH

Ðèñ. 3.13: Òðåóãîëüíèêè AMBMCM , IAIBIC è AHBHCH
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3.2 Ñòåïåíè ñâîáîäû òðåóãîëüíèêîâ Ýéëåðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðåõîäèì ê çàäà÷àì ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ òðåóãîëüíè-
êîâ Ýéëåðà. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî êðîìå òðåõ óæå óïîìÿíóòûõ íàìè
âàðèàíòîâ (â êîòîðûõ âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà áûëè ñåðåäèíàìè ñòîðîí,
îñíîâàíèÿìè âûñîò è òî÷êàìè EA, EB, EC) îñòàåòñÿ åùå ñåìíàäöàòü. Ýòè ñåìíà-
äöàòü âàðèàíòîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà íåñêîëüêî ãðóïï.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè òðåóãîëüíèêîâ AMBMCM , IAIBIC è
AHBHCH èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC áûë ïðîèçâîëüíûì 3. Âî âñåõ ëè ñëó÷àÿõ
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì?

Çàäà÷à 3.7.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñðåäè òðîéêè òî÷åê ïðèñóòñòâóþò M è E ñ îäèíàêîâûì
èíäåêñîì, òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê îáÿçàí áûòü ïðÿìîóãîëüíûì.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðîéêà òî÷åê ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâàíèé âûñîò è E èëè
M ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè (íàïðèìåð, HA, HB,MC), òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê
îáÿçàí áûòü ðàâíîáåäðåííûì.

Ñëó÷àè, ïåðå÷èñëåííûå â ýòîé çàäà÷å, ìû áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè, è î
íèõ ðå÷ü ïîéäåò ïîçæå. Íà÷íåì ñ íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ.

Ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ îñíîâàíèé òðåõ âûñîò, êîòîðûé ìû, êà-
æåòñÿ, óæå ðàçîáðàëè. Âåäü íàì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå IAIBIC
âåðøèíû èñõîäíîãî ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò (ñì. çàäà÷ó 2.1). Ñóùåñòâóþò
ëè äðóãèå òàêèå òðåóãîëüíèêè?

Çàäà÷à 3.8. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò òî÷-
êàì HA, HB, HC . Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ?

3Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû âñåãäà ðèñîâàëè åãî îñòðîóãîëüíûì, âñå ïîñòðîåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â
ñëó÷àå òóïîóãîëüíîãî èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
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HA

HB HC

HA

HB HC

HA

HB HC

HA

HB HC

54



3.2.1 Ñåðåäèíû è îñíîâàíèå âûñîòû. Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì òðîéêè òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæàò õîòÿ áû äâå ñåðåäèíû.

Çàäà÷à 3.9. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò òî÷-
êàìè
à) MA,MB, HC ;
á) EA, EB, HC ;
â) MA,MB, HB;
ã) EA, EB, HB;
ä) MA,MB, EC ;
å) EA, EB,MC .
Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü â êàæäîì èç ïóíêòîâ âûøå?

Îáðàòèòå òàêæå âíèìàíèå íà ñâÿçü ìåæäó ðèñóíêàìè â ëåâîé è ïðàâîé êîëîí-
êàõ. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå ïàðû MA,MB íà ïàðó EA, EB?
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3.2.2 Îñíîâàíèÿ âûñîò è ñåðåäèíû. Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà ñðåäè âûáðàííûõ òðåõ òî÷åê äâà îñíîâàíèÿ
âûñîòû. Íàïîìíèì, ÷òî òðîéêè òî÷åê HA, HB,MC è HA, HB, EC äîñòàâëÿþò âû-
ðîæäåííûå ñëó÷àè è áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå.

Çàäà÷à 3.10. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè
à) HA, HB,MB;
á) HA, HB, EB.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â êàæäîì èç ïóíêòîâ èñêîìûé òðåóãîëüíèê íå åäèí-
ñòâåííûé! Èõ äâà! Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ ñïðàâà, âñå ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, ïî-
ñòðîåííûå â çàäà÷å âûøå, îáðàçóþò åñòåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ: áîëüøîé òðå-
óãîëüíèê íà âåðõíåì ðèñóíêå è òðè òðåóãîëüíèêà, åñòåñòâåííî ñâÿçàííûå ñ åãî
îðòîöåíòðîì.
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3.2.3 M,H è E. Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé

Ñðåäè íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ îñòàåòñÿ âñåãî òðè. Â êàæäîì èç íèõ òðîéêà òî÷åê
ñîáðàíà èç îäíîé ñåðåäèíû ñòîðîíû, îäíîãî îñíîâàíèÿ âûñîòû è îäíîé òî÷êè E.

Çàäà÷à 3.11. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè
à) MA, HA, EB;
á) MB, HA, EA;
â) MA, HB, EC .
Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü â êàæäîì èç ïóíêòîâ âûøå?
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3.2.4 Ïðÿìîóãîëüíèêè Ýéëåðà. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé

Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì. ×òî ïîâëåêóò çà ñîáîé îãðàíè-
÷åíèÿ, íàëàãàåìûå íà èñõîäíûé òðåóãîëüíèê?

Åñëè èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, òî âåëè÷èíû åãî óãëîâ
è ñòîðîí äàþò çíà÷èòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá óãëàõ è âåëè÷èíàõ ñòîðîí èñêîìîãî
òðåóãîëüíèêà. Òðåõ ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî çà-
äàòü òðåóãîëüíèê. Ïîýòîìó â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå èñõîäíûé òðåóãîëüíèê äàåò
âàì òðè ïàðàìåòðà è ñòîëüêî æå íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî òðåóãîëü-
íèêà Ýéëåðà.

Åñëè âû ðàññìàòðèâàåòå âûðîæäåííûé ñëó÷àé, òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê äà-
åò âàì ìåíüøåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ (ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê çàäàåòñÿ äâóìÿ
ñòîðîíàìè, êàê è ðàâíîáåäðåííûé è ò.ï.) Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî îòûñ-
êàòü òðè ïàðàìåòðà, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêèì
îáðàçîì, ó èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû,
÷òî ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòàì.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ òðåõ ñåðåäèí.

Çàäà÷à 3.12. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè
à) MA,MB, EB;
á) EA, EB,MB.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ òðåõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé âåðøèí
ïðÿìîóãîëüíèêà Ýéëåðà (ñìîòðèòå ðàçäåë 1.4.1). Ïîýòîìó ïóíêòû à) è á) â çàäà÷å
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íû: ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàí ïðÿìîóãîëüíèê Ýéëåðà. Òàêèì
îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê âîïðîñó

• Êàê âîññòàíîâèòü òðåóãîëüíèê ïî åãî ïðÿìîóãîëüíèêó Ýéëåðà?

Íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíèê Ýéëåðà äîñòàâëÿåò òî÷êè EA, EB. Åñëè áû ó íàñ
áûëà òðåòüÿ òî÷êà EC , òî òðåóãîëüíèê ñòðîèëñÿ áû ìãíîâåííî. Ãäå æå åå âçÿòü?
Îòâåò î÷åíü ïðîñò: îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ãäå óãîäíî íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà! À
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó âûáîðó òî÷êè EC ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òðåóãîëüíèê. Òî
åñòü â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íî ìíîãî òðåóãîëüíèêîâ! Íà
ðèñóíêàõ â ïðàâîé êîëîíêå êðàñíûå îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìå-
ñòîì òî÷åê, êîòîðîìó ìîãóò ïðèíàäëåæàòü âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëüíèêà (òîí-
êàÿ êðàñíàÿ îêðóæíîñòü � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî îðòîöåíòðîâ èñêîìûõ òðå-
óãîëüíèêîâ).

Ãèïîòåçà 3.1. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà âåðøèí èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà è åãî îð-
òîöåíòðà ÿâëÿþòñÿ êàñàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðè÷åì òî÷êà êàñàíèÿ ëå-
æèò íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñóíêè ñïðàâà).

Çàäà÷à 3.13 (*). Äîêàæèòå ãèïîòåçó 3.1.
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3.2.5 Îêðóæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûñîòàìè

Ñëåäóþùèé âûðîæäåííûé ñëó÷àé ñâÿçàí ñ êîíñòðóêöèÿìè, âêëþ÷àþùèìè â ñåáÿ
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè.

Çàäà÷à 3.14. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè
à) HA, HB,MC ;
á) HA, HB, EC .

Â äàííîì ñëó÷àå äîâîëüíî ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé äèàìåòð îêðóæ-
íîñòè κC ñ öåíòðîì â òî÷êåMC èëè κC ñ öåíòðîì â òî÷êå EC è ðàäèóñîì, ðàâíûì
MCHA èëè ECHA ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êèHA èHB áóäóò âåðøèíàìè ïðÿìûõ
óãëîâ, ñìîòðÿùèõ íà âûáðàííûé äèàìåòð.
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3.2.6 Äåëüòîèä è ñîâïàäàþùèå èíäåêñû

Â ýòîò ðàçäåë ïîïàëè äâå êîíñòðóêöèè. Ïåðâàÿ òàêæå ñâÿçàíà ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì
Ýéëåðà, íî îòâåò íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è 3.12.

Çàäà÷à 3.15. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè MA, HA, EA.

Âòîðàÿ êîíñòðóêöèÿ ñâÿçàíà ñ äåëüòîèäîì, êîòîðûé âïåðâûå ïîïàë â ïîëå íà-
øåãî çðåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè îêðóæíîñòè Ýéëåðà (ñì. ðàçäåë 1.2.2).

Çàäà÷à 3.16. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû èñõîäíîãî áóäóò
òî÷êàìè MA, HB, EA.

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïðèõîäèì ê âîïðîñó

• Êàê âîññòàíîâèòü òðåóãîëüíèê ïî äåëüòîèäó EAHBMAHC?

Îòâåò îêàçûâàåòñÿ íåîæèäàííûì. Äåëüòîèä äîñòàâëÿåò äâå îêðóæíîñòè: κA è
κA. Íà îêðóæíîñòè κA ñ öåíòðîì EA áóäåò ëåæàòü âåðøèíà A, à ñòîðîíà BC
áóäåò äèàìåòðîì κA. Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà.
Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé äèàìåòð îêðóæíîñòè κA. Åãî êîíöû áóäóò òî÷êàìè B è
C. Çàòåì ïðîâîäèì ïðÿìûå BHC è CHB. Óäèâèòåëüíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îíè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà κA! Ýòà òî÷êà è áóäåò òðåòüåé âåðøèíîé
èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà.

Â ðàçäåëå 1.2.2 ìû óæå îòìå÷àëè óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî äåëüòîèäàEAHBMAHC .
À èìåííî, åãî ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòÿì κA è κA. Ïðè ýòîì
ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
ñàìè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â äàííîé òî÷êå ïîä ïðÿìûì óãëîì (èëè ÷òî îíè
îðòîãîíàëüíû: κA ⊥ κA).

Èìååò ìåñòî îáùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ëåììîé î ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèà-
ìåòðàõ :

Çàäà÷à 3.17. (*) Ïóñòü îðòîãîíàëüíûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è
N , AB � äèàìåòð îäíîé èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðÿìûå AM,AN,BM,BN
ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â êîíöàõ äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî AB.

B

A

M

N

C

D

Ðèñ. 3.14: Ëåììà î ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ
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Â òàáëèöå íèæå ìû ïðèâîäèì êðàòêóþ ñâîäêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îòìå-
òèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü èñêîìûé òðåóãîëü-
íèê Ýéëåðà, â ãðàôå ¾ïîñòðîåíèå¿ ìû óêàçûâàåì íà ëèøü îäèí èç íèõ.

Îáîçíà÷åíèÿ Ωε è κ óêàçûâàþò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî
òðåóãîëüíèêîâ Ýéëåðà ïàðàìåòðèçîâàíî òî÷êîé, ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà
èëè íà îêðóæíîñòè κ.

Òðîéêà òî÷åê Ïîñòðîåíèå Êîë-âî òð-îâ

MA,MB,MC Òðåóãîëüíèê AMBMCM 1

HA, HB, HC Òðåóãîëüíèêè IAIBIC , IIAIB, IIBIC , IIAIC 4

EA, EB, EC Òðåóãîëüíèê AHBHCH 1

MA,MB, HC Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ + îñåâàÿ ñèììåòðèÿ 1

MA,MB, HB Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 1

MA,MB, EC Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ + äâà ïåðïåíäèêóëÿðà 1

MA,MB,EB Ïðÿìîóãîëüíèê Ýéëåðà ∞ (Ωε)

EA, EB, HC Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ + îñåâàÿ ñèììåòðèÿ 1

EA, EB, HB Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 1

EA, EB,MC Ñðåäíèå ëèíèè 1

EA,EB,MB Ïðÿìîóãîëüíèê Ýéëåðà ∞ (Ωε)

HA,HB,MC κA + ïðîèçâîëüíûé äèàìåòð ∞ (κ)
HA, HB,MB Îêðóæíîñòü Ýéëåðà + κA 2

HA,HB,EC κA + ïðîèçâîëüíûé äèàìåòð ∞ (κ)
HA, HB, EB Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 2

MA, HA,EA Îêðóæíîñòü Ýéëåðà ∞ (Ωε)

MA, HA, EB Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 1

MA, HB,EA Äåëüòîèä + ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû ∞ (κ)
MB, HA, EA Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 1

MA, HB, EC Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òð-êà 1
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Ãëàâà 4

Ïðÿìàÿ Ýéëåðà

Äàííûé ñþæåò ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íàìè
â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Ãëàâíûì ãåðîåì ýòîé ãëàâû áóäåò ïðÿìàÿ HO, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç îðòîöåíòð è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Êàê
ìû óâèäèì, íà ýòó ïðÿìóþ ïîïàäóò è äðóãèå çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè â òðåóãîëü-
íèêå, ñâÿçàííûå íå òîëüêî ñ âûñîòàìè è ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè, íî è ñ
îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê, ñ ìåäèàíàìè è ñ áèññåêòðèñàìè. Òåì ñàìûì ìû çàäåé-
ñòâóåì âñå êëþ÷åâûå îòðåçêè â òðåóãîëüíèêå: âûñîòû, áèññåêòðèñû, ñåðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû, ìåäèàíû, ñðåäíèå ëèíèè.

Ïðÿìàÿ Ýéëåðà íàðÿäó ñ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóí-
äàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ â ãåîìåòðèè, ïîýòîìó âõîäèò â îáÿçàòåëüíóþ ïðîãðàììó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë è êðóæêîâ. Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå ñ îêðóæíîñòüþ
äåâÿòè òî÷åê, ïðÿìàÿ Ýéëåðà èçó÷àåòñÿ óæå ïîñëå òîãî, êàê ïðîéäåíà îñíîâíàÿ
ïðîãðàììà ïî ãåîìåòðèè, ñ ïðèâëå÷åíèåì ìîùíîé òåõíèêè. Â òî æå âðåìÿ ñ ïðÿ-
ìîé Ýéëåðà åñòåñòâåííî ñâÿçàí ðÿä êîíñòðóêöèé ãåîìåòðèè 7 êëàññà.

Ìû ïðåäëàãàåì ïîäõîä, ïðè êîòîðîì çíàêîìñòâî ñ ïðÿìîé Ýéëåðà ïðîèñõîäèò
â êîíöå 7 êëàññà ïîñëå îñâîåíèÿ ïåðâûõ øåñòè ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà.
Â òîì ÷èñëå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè

• ïðèçíàêè è ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà;

• òåîðåìà Ôàëåñà è òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ;

• òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëàãàåìûé íàìè ïóòü îòíþäü íå èñêóññòâåííûé! Ïðåä-
ñòàâëåííûå íèæå êîíñòðóêöèè âñêðûâàþò ñâÿçü ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè îáú-
åêòàìè â òðåóãîëüíèêå, ïðè÷åì äåëàþò ýòî ñ íåîæèäàííîé ñòîðîíû.

Ñêàæåì òàêæå íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè îòêðûòèÿ ïðÿìîé Ýéëåðà. Ýòî áû-
ëî ñäåëàíî ñàìèì Ýéëåðîì â 1765 ãîäó â ðàáîòå ïîä íàçâàíèåì ¾ Solutio facilis
problematum quorundam geometricorum di�cillimorum¿ 1. Íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü î
ñòèëå ðàññóæäåíèé Ýéëåðà. Ìû ñ âàìè ïðèâûêëè ê ðàññóæäåíèÿì ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî õàðàêòåðà: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå
ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ýéëåð æå èñïîëüçîâàë àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä 2.
Ïî âñåé âèäèìîñòè, åãî öåëüþ áûëà äåìîíñòðàöèÿ ìîùè è óíèâåðñàëüíîñòè òàêîãî
ïîäõîäà.

1Â âîëüíîì ïåðåâîäå ñ ëàòûíè ïîëó÷àåòñÿ ¾Î ïðîñòîì ðåøåíèè ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷¿. Â ñâîáîäíîì
äîñòóïå èìååòñÿ ïåðåâîä ýòîé ñòàòüè íà àíãëèéñêèé.

2Ãðóáî ãîâîðÿ, îí ÿâíî âû÷èñëèë, ÷òî íåñêîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê ïîïàäàþò íà îäíó ïðÿìóþ, èñïîëüçóÿ
â îñíîâíîì àëãåáðàè÷åñêèé àïïàðàò.
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Íà âñåì ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ñîõðàíåíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿ-
òûå íàìè ðàíåå. Íàïîìíèì èõ è ââåäåì íåñêîëüêî íîâûõ.

• MA,MB,MC � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà;

• HA, HB, HC � îñíîâàíèÿ âûñîò;

• H,M,E,O � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, ìåäèàí è öåíòðû îêðóæíîñòè Ýéëåðà
è îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî;

• EA, EB, EC � ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êîé H.
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4.1 Öåíòð îêðóæíîñòè Ýéëåðà

Ïîëó÷èâ â ãëàâå 1 çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè îêðóæíîñòè äåâÿòè
òî÷åê, ìû âïðàâå çàäàòü åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î öåíòðå ýòîé
îêðóæíîñòè? Åãî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E.

Íà÷íåì ñ ýêñïåðèìåíòà. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü Ýéëåðà ïðîõîäèò ÷åðåç ñå-
ðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à ñ ýòèìè òî÷êàìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë âêëþ÷èòü åãî
â íàøå ðàññìîòðåíèå.

A

B C

H

O

E

HA

HB

HC

MA

MBMC

Ðèñ. 4.1: Òî÷êè E, H è O

×òî ìîæíî ñêàçàòü î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê H,E è O?

Ãèïîòåçà 4.1.
à) Òî÷êè H,E,O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
á) Òî÷êà E ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà HO.

Êàê äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó? Íóæíî êàê-òî ñâÿçàòü òî÷êè H è O ñ îêðóæíî-
ñòüþ Ýéëåðà è åå öåíòðîì. O åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì
òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç èõ ñåðåäèíû. Âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå
H, òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, à îòðåçêè HAMA, HBMB è
HCMC � õîðäû îêðóæíîñòè Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 4.2).

73



HA
MA

HB

MBMC

HC

E

Ðèñ. 4.2: Õîðäû îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê

Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå ãèïîòåçó 4.1 (ñì. ðèñ. 4.3).

HA MA

HB

MB

HC

MC

H

O

Ðèñ. 4.3: Òî÷êè H,E,O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

74



4.2 Ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà

Ñ òî÷êîé E ñâÿçàíà åùå îäíà çàìå÷àòåëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

H

O

EA

MA

E

A

EA

O

MA

H

Ðèñ. 4.4: Ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê HEAOMA ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëî-
ãðàììîì (ñì. ðèñ. 4.4).

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêEAAOMA ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì (ñì. ðèñ. 4.4).

Ýòè ïàðàëëåëîãðàììû ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì è âòîðûì ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì Ýéëåðà ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ èõ, ìîæíî äîêàçàòü íåêîòîðûå çàìå÷à-
òåëüíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê. Îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èç
íèõ.

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî AH = 2 ·OMA.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî R = 2 · RE, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
à RE � ðàäèóñ îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê.
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Ðåçóëüòàò çàäà÷è 4.5 äëÿ íàñ âïîëíå îæèäàåì, êàê ïîêàçûâàåò ðèñóíîê 4.5. Äåé-
ñòâèòåëüíî, çåëåíûé òðåóãîëüíèê ¾â äâà ðàçà ìåíüøå¿ ñèíåãî, ïîýòîìó åãî îïèñàí-
íàÿ îêðóæíîñòü ¾â äâà ðàçà ìåíüøå¿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñèíåãî. À çåëåíàÿ
îêðóæíîñòü êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê ñèíåãî òðåóãîëüíèêà!
Òàêèå íàãëÿäíûå ñîîáðàæåíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ãîìîòåòèè.
Î ãîìîòåòèè è ðàçëè÷íûõ åå ïðèìåíåíèÿõ ïîéäåò ðå÷ü â ãëàâå 11.

A

B C

EA

EB EC

O
EH

Ðèñ. 4.5: 4ABC ¾â äâà ðàçà áîëüøå¿, ÷åì 4EAEBEC

Òåïåðü ìû ãîòîâû âêëþ÷èòü â íàøè èññëåäîâàíèÿ ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà.

4.3 Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

Ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí â òðåóãîëüíèêå ñâÿçàíû íå òîëüêî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû, íî è ìåäèàíû. Íàì òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ìåäèàíû â òðåóãîëüíèêå ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M . Êðîìå òîãî, ìû
çíàåì, ÷òî òî÷êàM äåëèò êàæäóþ ìåäèàíó â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ñâÿçàíà ëè êàê-òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ñ èññëåäó-
åìûìè íàìè êîíñòðóêöèÿìè?
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Íàáëþäåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñóíêå 4.6, ïîêàçûâàåò, ÷òî äà!

A

B CMA

MBMC

H
E O

M

Ðèñ. 4.6: Òî÷êà M è ïðÿìàÿ HO

Ãèïîòåçà 4.2. Òî÷êè H,M,O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ: â êàêîì ìåñòå îòðåçêà HO ðàñïîëîæåíà òî÷-
êà M? Ïðÿìîé ïîäñ÷åò 3 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå

Ãèïîòåçà 4.3. Òî÷êà M äåëèò îòðåçîê HO â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò
òî÷êè H.

Êàê ìîæíî äîêàçàòü ãèïîòåçû 4.2 è 4.3? Çà ÷òî çàöåïèòüñÿ? Åñëè ãîâîðèòü î
ãèïîòåçå 4.2, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íåêî-
òîðûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàêîé èç íèõ âûáðàòü? Ïîäñêàçêó äàñò
ãèïîòåçà 4.3. Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíåå íà ñôîðìóëèðîâàííîå â íåé ïðåäïîëîæå-
íèå: òî÷êà M äåëèò îòðåçîê HO â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Ãäå âû
âñòðå÷àëè òàêîå îòíîøåíèå? Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà è òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ!

Ãèïîòåçà 4.4. Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé â òî÷êå H, îäíîé èç ìåäè-
àí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê HO. Òî÷êà M áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí
ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

3Ïðîâåäåííûé, íàïðèìåð, â Æèâîé ãåîìåòðèè, ãäå ìîæíî íå òîëüêî ðèñîâàòü, íî è ñ÷èòàòü äëèíû îòðåçêîâ
è ìåðû óãëîâ.
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Îòìåòèì, ÷òî èñêîìûé òðåóãîëüíèê äîëæåí áûòü êàê-òî ñâÿçàí ñ òî÷êàìè H
è O. Òàêîé òðåóãîëüíèê ó íàñ óæå ïîÿâëÿëñÿ â ãëàâå 3! Ðå÷ü èäåò î òðåóãîëüíèêå
AHA′.

A

H

OM

A′

Ðèñ. 4.7: Òðåóãîëüíèê AHA′

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âòîðóþ ìåäèàíó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AMA òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà
AHA′ (ñì. ðèñ. 4.8).

A

B C

H

A′

MA

O

Ðèñ. 4.8: AMA � ìåäèàíà äâóõ òðåóãîëüíèêîâ
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Òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû 4.4 è, òåì ñàìûì, ãèïî-
òåç 4.2 è 4.3.

A

H

A′

EA

MA

OM

Ðèñ. 4.9: M ∈ (HO)

Çàäà÷à 4.7. Äîêàæèòå ãèïîòåçû 4.4, 4.2 è 4.3.

Òàêèì îáðàçîì èç èçâåñòíûõ íàì çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê â òðåóãîëüíèêå â ñòî-
ðîíå îò ïðÿìîé Ýéëåðà îñòàëèñü òîëüêî òî÷êè, ñâÿçàííûå ñ áèññåêòðèñàìè, à
èìåííî, I, IA, IB, IC .
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H

E

M
O

Ðèñ. 4.10: Ïðÿìàÿ Ýéëåðà

4.4 Áèññåêòðèñû è ïðÿìàÿ Ýéëåðà

Â ãëàâå 2 ìû âûÿñíèëè, ÷òî ìåæäó áèññåêòðèñàìè è âûñîòàìè ñóùåñòâóåò îïðå-
äåëåííàÿ ¾äâîéñòâåííîñòü¿. Áèññåêòðèñû è âûñîòû ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC îêàçûâàþòñÿ âûñîòàìè è áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêîâ IAIBIC è HAHBHC
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ IO è â ñèëó ñîîáðàæåíèé âûøå ïîïðîáóåì ñâÿçàòü åå â
òðåóãîëüíèêîì IAIBIC (ñì. ðèñ. 4.11).

Çàäà÷à 4.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ IO ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
IAIBIC .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò: òî÷êè I, O,OI , ãäå OI �
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà IAIBIC , ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì.
ðèñ. 4.11).

Ñ òî÷êîé I åñòåñòâåííî ñâÿçàí íå òîëüêî òðåóãîëüíèê IAIBIC , îðòîöåíòðîì êî-
òîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ. Ðå÷ü èäåò î òðåóãîëüíèêå A1B1C1, îáðàçîâàííîì òî÷êàìè
êàñàíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòüþ. Äëÿ òðå-
óãîëüíèêà A1B1C1 òî÷êà I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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A

B C

IA

IC

IB

I
O

OI

Ðèñ. 4.11: Ïðÿìàÿ IO è òî÷êà OI

A

B CA1

B1

C1

I O

Ðèñ. 4.12: Ïðÿìàÿ IO è òðåóãîëüíèê A1B1C1

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ IO áóäåò ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà A1B1C1! Ýòî,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâ IAIBIC è A1B1C1 îäíà è òà æå ïðÿìàÿ
Ýéëåðà � IO. Áîëåå òîãî, íà ýòîé ïðÿìîé ëåæàò äðóãèå, çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè,
ñâÿçàííûå â òîì ÷èñëå ñ W -òðåóãîëüíèêàìè è íå òîëüêî. Ïîäðîáíåå îá ýòîì è
äðóãèõ ðåçóëüòàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðÿìîé IO è äðóãèìè çàìå÷àòåëüíûìè òî÷êàìè
òðåóãîëüíèêà ìû áóäåì ãîâîðèòü â ãëàâå 11.
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4.5 Ãëàç äðàêîíà

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå åñòåñòâåííî ñâÿçàíû ñ òî÷êîé H:
ABH,BCH è ACH (ýòè ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà âìåñòå îáðàçóþò êîíôèãóðàöèþ,
êîòîðàÿ è äàëà èìÿ äàííîìó ðàçäåëó). Ýòè òðåóãîëüíèêè íàì óæå âñòðå÷àëèñü â
çàäà÷å 1.14.

Ðèñ. 4.13: Ãëàç äðàêîíà

Çàäà÷à 4.9. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâABC,
ABH, BCH è ACH ðàâíû (ñì. ðèñ. 4.14).

Çàäà÷à 4.10 (*). Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ çàäà÷è 4.9.

A

B C

H

Ðèñ. 4.14: Îïèñàííûå îêðóæíîñòè ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ
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Çàäà÷à 4.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâ ABC, ABH, BCH
è ACH ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ñì. ðèñ. 4.15). ×òî ýòî çà òî÷êà?

A

B C

H

O

O1

O2O3

Ðèñ. 4.15: Ïðÿìûå Ýéëåðà ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ
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Ãëàâà 5

Ôîðìóëà Êàðíî

Ýòà íåáîëüøàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êðàñèâîé ñâÿçè ìåæäó îïèñàííîé, âïèñàííîé è
âíåâïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè â òðåóãîëüíèêå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ãëàâ 2 è 6.

Òàêæå ìû îáñóäèì íåòðèâèàëüíóþ ñâÿçü ýòèõ çàìå÷àòåëüíûõ îêðóæíîñòåé ñ
îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

Äëÿ îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî íèæå, äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåðâûõ
øåñòè ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà.
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5.1 Ïÿòü ðàäèóñîâ

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî óäèâèòåëüíîé ñâÿçè ìåæäó ðàäèóñàìè ïÿòè
îêðóæíîñòåé, åñòåñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâîëüíûì òðåóãîëüíèêîì

Òåîðåìà (Êàðíî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R, r, ra, rb, rc ðàäèóñû îïèñàííîé, âïèñàííîé
è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

rc + rb + rc = 4R + r (5.1)

Êëþ÷ ê äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ (5.1) ëåæèò â ïîäñ÷åòå äëèíû îòðåçêà
WAW

A äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 5.1. Âûðàçèòå äëèíó îòðåçêàWAMA ÷åðåç ðàäèóñû rb è rc âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 5.1).

A

B C

IB

IC

MA

WA

Ðèñ. 5.1: Ïåðâàÿ òðàïåöèÿ Êàðíî

Çàäà÷à 5.2. Âûðàçèòå äëèíó îòðåçêà MAWA ÷åðåç ðàäèóñû r è ra âïèñàííîé è
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 5.2).
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A

B C

I

IA

WA

MA

Ðèñ. 5.2: Âòîðàÿ òðàïåöèÿ Êàðíî

Çàäà÷à 5.3. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷, äîêàæèòå òåîðåìó
Êàðíî.

5.2 Òåîðåìà Ôåéåðáàõà

Îáñóæäàÿ ñâÿçè ìåæäó îêðóæíîñòÿìè â òðåóãîëüíèêå, íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü î çà-
ìå÷àòåëüíîé òåîðåìå, ñâÿçûâàþùåé îêðóæíîñòü Ýéëåðà ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñ åãî âïèñàííîé è âíåâïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà
Êàðëîì Ôåéåðáàõîì â 1822 ãîäó 1.

Òåîðåìà (Ôåéåðáàõ). Îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
êàñàåòñÿ âïèñàííîé è âñåõ òð¸õ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ýòîãî òðåóãîëüíè-
êà (ñì. ðèñ. 5.3).

Òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè Ôåéåðáàõà 2.

1Óäèâèòåëüíî, íî ýòî ðàáîòà áûëà îäíîé èç ïåðâûõ, â êîòîðîé ïîÿâèëàñü îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê. Áîëåå
òîãî, â ðàáîòå Ôåéåðáàõà îíà ïîÿâëÿåòñÿ êàê îêðóæíîñòü øåñòè òî÷åê: íà íåé ëåæàò îñíîâàíèÿ âûñîò è ñåðåäèíû
ñòîðîí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Î òî÷êàõ EA, EB , EC íå óïîìèíàåòñÿ.

2Ýòè òî÷êè îáëàäàþò ìíîæåñòâîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
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Ðèñ. 5.3: Òåîðåìà Ôåéåðáàõà

Ê ñîæàëåíèþ, âñå èçâåñòíûå àâòîðàì äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû òåõíè÷åñêè
íå ïðîñòû è òðåáóþò òåõíèêè, âûõîäÿùåé çà ðàìêè ïðîãðàììû 7-8 êëàññîâ.
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Ãëàâà 6

Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ

Äàííàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ âïèñàííîé è
âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Äåëî â òîì, ÷òî ñ âïèñàííîé â óãîë îêðóæíîñòüþ
ñâÿçàíû äâà êëþ÷åâûõ ôàêòà:
à) åå öåíòð ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà;
á) îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ðàâíû.

Ïåðâûé èç ýòèõ ôàêòîâ ïðèâåë íàñ ê ñþæåòó, îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåé ãëà-
âå. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñî âòîðûì èç íèõ.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, íîñÿò îïîðíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ïî-
ñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàáîòå ñ êàñàòåëüíûìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîíàäîáÿòñÿ
íàì â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Èññëåäîâàíèå êàñàòåëüíûõ è êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
áóäåò ïðîäîëæåíî â ãëàâå 8.

Äëÿ îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ýòîé ãëàâû äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåðâûõ ïÿòè ïàðàãðà-
ôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà.

Çàôèêñèðóåì òàêæå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.

• A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC,AC è
AB òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî;

• A2, B2, C2 � òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíàìè BC,AC
è AB òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî.
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6.1 Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæ-

íîñòåé

Íà÷íåì ñ äâóõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 6.1. Çíàÿ äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC (AB = c, BC = a,AC = b),
âû÷èñëèòå äëèíó îòðåçêà AC1.

A

B CA1

B1

C1

Ðèñ. 6.1: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ: âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

Çàäà÷à 6.2. Çíàÿ äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC (AB = c, BC = a,AC = b),
âû÷èñëèòå

à) äëèíó îòðåçêà AM ,
á) äëèíó îòðåçêà BA2.

A

B C
A2

M

N

Ðèñ. 6.2: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ: âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
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Ïðîâåäåííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü äâà çàìå÷àòåëüíûõ ôàê-
òà, ñâÿçàííûõ ñ îòðåçêàìè êàñàòåëüíûõ äëÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé.

Çàäà÷à 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè BA1 è CA2 ðàâíû (ñì. ðèñ. 6.3).

A

B C
A1

A2

Ðèñ. 6.3: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ: âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè BK è CL ðàâíû (ñì. ðèñ. 6.4).

A

B CK L

Ðèñ. 6.4: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ: âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â äàííûé óãîë è ïðîâåäåì
ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû äëÿ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ñòîðîí óãëà è
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ïðîâåäåííîé ïðÿìîé, ýòà îêðóæíîñòü áûëà âíåâïèñàííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ
ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì (íàïðèìåð, BC è B′C ′

íà ðèñóíêå 6.5). ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêàõ?

A

B

C

B′

C ′

Ðèñ. 6.5: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ: âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè, ïîñòðîåííûå îïèñàííûì âûøå îá-
ðàçîì, èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèìåòð.

Ðàññóæäåíèÿ îá îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ, ïðèìåíåííûå ê ïðÿìîóãîëüíîìó òðå-
óãîëüíèêó, ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 6.6. Âûðàçèòå ðàäèóñ âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê îêðóæ-
íîñòè ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí. Ïðîâåäèòå àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âíåâïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ åãî êàòåòîâ è ãèïîòåíóçû (ñì. ðèñ. 6.6).

6.2 Òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî A1, B1 è C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè
òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 6.7. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ WAWBWC è A1B1C1 ïàðàë-
ëåëüíû.

Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, ñâÿçàííûõ ñ áèññåêòðèñàìè, ó
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû (ñì. çàäà÷è 2.16 è 2.18). Äåòàëü-
íîå èññëåäîâàíèå ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áóäåò ïðîâåäåíî â ãëàâå 11.
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A

BC

Ðèñ. 6.6: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

A

B C

I

A1

B1

C1

Ðèñ. 6.7: Òðåóãîëüíèê A1B1C1
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A

B C

WA

WB

WC

A1

B1

C1

I

Ðèñ. 6.8: Òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è WAWBWC

A

B C

WA

WB

WC

A1

B1

C1

IA

IB

IC

Ðèñ. 6.9: Òðåóãîëüíèêè A1B1C1, WAWBWC è IAIBIC
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Ãëàâà 7

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûì ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ ïðîèçâîëüíûì ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì ñâÿçàíû íåòðè-
âèàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ íèì ñâÿçàíà ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà ãåîìåòðèè � òåîðåìà Ïèôàãîðà.

Öåëüþ ýòîé ãëàâû áóäåò èññëåäîâàíèå êðóãà âîïðîñîâ, îáúåäèíåííûõ îáùåé
êîíôèãóðàöèåé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íèæå ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ðàçëè÷íûõ èäåé è ìåòîäîâ. Èòàê, êîíôèãóðàöèÿ � îäíà, à èäåè è ìåòîäû � ðàç-
ëè÷íû. Èìåííî òàêîé ïîäõîä, íà íàø âçãëÿä, ïîçâîëÿåò íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è
ñàìîãî âûñîêîãî óðîâíÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äàííîãî ñþæåòà ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè

• äëÿ ïåðâîé ÷àñòè ïåðâûå øåñòü ïàðàãðàôîâ ïî ó÷åáíèêó Ïîãîðåëîâà;

• äëÿ âòîðîé ÷àñòè ïåðâûå ñåìü ïàðàãðàôîâ ïî ó÷åáíèêó Ïîãîðåëîâà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ìû íåñêîëüêî îòñòóïèì îò ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷å-
íèé. Òî÷êàìè H,M,L ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îñíîâàíèÿ âûñîòû, ìåäèàíû è áèññåê-
òðèñû ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà C ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàôèêñèðóåì òàêæå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âòîðîãî ðàçäåëà.

• a, b, c � äëèíû ñòîðîí BC,AC è AB òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî;

• R, r, ra, rb, rc � ðàäèóñû îïèñàííîé, âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî.
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7.1 T-êîíôèãóðàöèÿ

Ãëàâíûì ãåðîåì ýòîãî ñþæåòà áóäåò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ïðîâåäåííîé
èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà âûñîòîé. Èìåííî ýòà êîíôèãóðàöèÿ è äàëà íàçâàíèå
äàííîìó ñþæåòó. Â ýòîé êîíôèãóðàöèè ñêðûòà áîãàòàÿ ãåîìåòðèÿ. ×òîáû ê íåé
ïðèêîñíóòüñÿ, íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé çàäà÷è

Çàäà÷à 7.1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåì âûñîòó CH, ìåäèàíó CM
è áèññåêòðèñó CL èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî CL òàêæå áóäåò
áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà MCH.

C

A BLM H

Ðèñ. 7.1: Áèññåêòðèñà ïðÿìîãî óãëà

Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äà.

Çàäà÷à 7.2 (*). Â íåêîòîðîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà äåëèò ïîïîëàì óãîë ìåæ-
äó âûñîòîé è ìåäèàíîé, èñõîäÿùèìè èç òîé æå âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûé
òðåóãîëüíèê áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì.

Âûñîòà äåëèò ïðÿìîé óãîë íà äâà óãëà. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñû ýòèõ óãëîâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè îòñåêàþò ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè.

A B

C

HL1

Ðèñ. 7.2: Áèññåêòðèñà ïðÿìîãî óãëà

Çàäà÷à 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî BC = BL1.
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Òåïåðü îòìåòèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêîâ ACH è BCH.
Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç I1 è I2 ñîîòâåòñòâåííî.

C

A BL1 L2

I1
I2

I

H

Ðèñ. 7.3: Òðåóãîëüíèê CI1I2

Çàäà÷à 7.4. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè
òðåóãîëüíèêà CI1I2.

Çàäà÷à 7.5. Ïóñòü ∠A = 2α, ∠B = 2β. Âû÷èñëèòå óãëû òðåóãîëüíèêà CI1I2.

Çàäà÷à 7.6 (*). Äîêàæèòå, ÷òî CI = I1I2.

Ïðîäëèì îòðåçîê I1I2 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíàìè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà è
ïîëó÷èì òî÷êè M è N .

A B

C

I1

I2

H

M

N

Ðèñ. 7.4: Îòðåçêè CM,CN,CH

Çàäà÷à 7.7. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî CM = CH = CN .

Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà òðåóãîëüíèê CL1L2. Îêàçûâàåòñÿ, îí ñâÿçàí ñ
âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 7.8. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
ðàâåí îòðåçêó L1L2 (ñì. ðèñ. 7.4).
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A B

C

I

HL1 L2

Ðèñ. 7.5: Òðåóãîëüíèê CL1L2 è âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

Îòìåòèì îñíîâàíèå áèññåêòðèñû ïðÿìîãî óãëà � òî÷êó L. Òàêæå îòìåòèì îñ-
íîâàíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ CHB è CHA � òî÷êè LA è LB ñîîòâåòñòâåííî.

C

L H

LB

LA

Ðèñ. 7.6: Ïÿòü òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 7.9. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè C,H,L, LA, LB ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

C

L H

LA

LB

Ðèñ. 7.7: Ïÿòü òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè
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7.2 Íåñêîëüêî ôîðìóë

Îòìåòèì íåñêîëüêî îïîðíûõ ôàêòîâ, ñâÿçàííûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ òåîðåìîé Ïè-
ôàãîðà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ îáñóæäàåìûìè íàìè ñþæåòàìè. Íà÷íåì ñ êëþ÷åâûõ
ôîðìóë, ñâÿçàííûõ ñ ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì.

A B

C

H

ab

a1b1
c

h

Ðèñ. 7.8: Êëþ÷åâûå ôîðìóëû â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

Çàäà÷à 7.10. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

• a2 + b2 = c2;

• a2 = a1 · c; b2 = b1 · c;

• h2 = a1 · b1;

• h = ab/c.

Çàäà÷à 7.11. Äîêàæèòå, ÷òî AH2 = 4R2 − a2.

A

H

O

A

H

O

Ðèñ. 7.9: Îòðåçîê AH
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Çàäà÷à 7.12. Äîêàæèòå, ÷òî
à) t1 = (ra − r) ·R;
á) t2 = (rb + rc) ·R;
â) a2 = (ra − r) · (rb + rc).

WA

WA

A

C

t1

t2

Ðèñ. 7.10: Îòðåçêè WAC è WAC

Çàäà÷à 7.13. Äîêàæèòå, ÷òî l = 2·
√
Rr, ãäå l � äëèíà îòðåçêà îáùåé êàñàòåëüíîé

îêðóæíîñòåé ñ ðàäèóñàìè R è r.

R
r

Ðèñ. 7.11: Îòðåçîê îáùåé êàñàòåëüíîé
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Ãëàâà 8

Îêðóæíîñòè è êàñàòåëüíûå

Ýòà ãëàâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ãëàâ 6 è 7.
Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû íå ñòàâèì ñåáå öåëüþ ïîëó÷åíèå îäíîãî èëè

íåñêîëüêèõ ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ. Íàøà öåëü � ïðåäëîæèòü ñþæåò èç íåñêîëüêèõ
çàäà÷, îáúåäèíåííûõ îáùèìè êîíñòðóêöèÿìè. Ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ íóæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå èäåè! Èìåííî òàêîé ïîä-
õîä, íà íàø âçãëÿä, çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ðåøàòåëüñêèé óðîâåíü è ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ êóëüòóðó.

Äëÿ îñâîåíèÿ êîíñòðóêöèé, ïðåäëàãàåìûõ íèæå äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåðâûõ ñå-
ìè ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà.
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8.1 Îáùèå êàñàòåëüíûå

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå êà-
ñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðîâåäåì èõ îáùóþ êàñàòåëüíóþ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î
òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì òî÷êàìè êàñàíèÿ?

A B

C

Ðèñ. 8.1: ¾Êàñàòåëüíûé¿ òðåóãîëüíèê

Çàäà÷à 8.1. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêà ABC � ïðÿìîóãîëüíûé.

Èç äàííîé çàäà÷è ìãíîâåííî ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî òî÷åê êàñàíèÿ, ðàâåí

√
Rr. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ôàêò èìååò îáîáùåíèå íà

ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

A B

C

C ′

Ðèñ. 8.2: Îáîáùåíèå çàäà÷è 8.1
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Çàäà÷à 8.2 (*). Âû÷èñëèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà
ABC.

Çàäà÷à 8.3 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ABC ′, ðàâíû.

Òåïåðü âûáåðåì äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðîâåäåì èõ îáùèå êàñà-
òåëüíûå: âíåøíþþ è âíóòðåííþþ.

O1

O2

A BC

Ðèñ. 8.3: Îáîáùåíèå çàäà÷è 8.1

Çàäà÷à 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâ O1AC è CBO2 âñå òðè óãëà ðàâíû.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î êîíôèãóðàöèè, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðóæíîñòè è ÷åòûðå èõ îáùèå êàñàòåëüíûå?

O1
O2

A
B

C D

Ðèñ. 8.4: 6 òî÷åê íà îäíîé îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 8.5. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, O2, A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Â ãëàâå 6 ìû îòêðûëè ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò, ñâÿçàííûé ñ îòðåçêàìè
êàñàòåëüíûõ: òðè òðåóãîëüíèêà ñ ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè (ñì. ðèñ. 8.5). Îáðà-
òèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêîâ WAWBWC è IAIBIC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå � òî÷êå I òðåóãîëüíèêà
ABC èëè òî÷êå H òðåóãîëüíèêà IAIBIC (ñì. ðèñ. 8.6).
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A

B C

WA

WB

WC

A1

B1

C1

IA

IB

IC

Ðèñ. 8.5: A1B1C1, WAWBWC è
IAIBIC

I

Ðèñ. 8.6: IAWA, IBWB è ICWC

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïàðàõ òðåóãîëüíèêîâ IAIBIC , A1B1C1 èWAWBWC , A1B1C1?
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ, òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå � òî÷êàõ I1 è W1.

I1

Ðèñ. 8.7: IAA1, IBB1 è ICC1

W1

Ðèñ. 8.8: WAA1, WBB1 è WCC1
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Çàäà÷à 8.6 (*). Äîêàæèòå, ÷òî êðàñíûå ïðÿìûå íà ðèñóíêàõ 8.7 è 8.8 ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î òî÷êàõ I, I1 è W1? Íà ðèñóíêå 8.9 âèäíî, ÷òî îíè ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé!

II1

W1

Ðèñ. 8.9: Òî÷êè I,H1 è H2

Çàäà÷à 8.7 (*). ×òî ýòî çà ïðÿìàÿ?

Çàäà÷à 8.8 (*). Äîêàæèòå ãèïîòåçó, ñôîðìóëèðîâàííóþ â çàäà÷å 8.7.

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå çàìå÷àòåëüíîé êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííîé ñ ýòèìè òðåóãîëü-
íèêàìè, ìû ïðîâåäåì â ãëàâå 11.

112



8.2 Òðè âïèñàííûå îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå îòðåçîê, ñîåäè-
íÿþùèé âåðøèíó ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé íà ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå. Âïèøåì
îêðóæíîñòè â îáðàçîâàííûå òàêèì îáðàçîì òðåóãîëüíèêè. Äàëåå ìû áóäåì èõ
íàçûâàòü ïðîñòî âïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè.

Çàäà÷à 8.9. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = AC,BX = a, CX = b. Âû÷èñëèòå äëèíó
îòðåçêà KL (ñì. ðèñ. 8.10).

A

B C

K

L

X

Ðèñ. 8.10: Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

Åñëè òåïåðü â êà÷åñòâå ABC âçÿòü ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê è äâèãàòü òî÷êó
X âäîëü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òî äëèíà îòðåçêàKL áóäåò ìåíÿòüñÿ. Îêàçûâàåò-
ñÿ, åñëè â êà÷åñòâåX âûáðàòü òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC ñî ñòîðîíîé, òî ðàññìàòðèâàåìûå íàìè îêðóæíîñòè ñòàíóò êàñàþùèìèñÿ!

A

B CA1

Ðèñ. 8.11: Êàñàþùèåñÿ âïèñàííûå îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 8.10. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABA1 è
ACA1, êàñàþòñÿ.
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Âíîâü ¾îòïóñòèì¿ òî÷êó X è ðàññìîòðèì îáùóþ âíóòðåííþþ êàñàòåëüíóþ
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

Çàäà÷à 8.11. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ îêðóæíîñòåé, âïè-
ñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABX è ACX, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A1, íåçàâèñèìî îò
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè X (ñì. ðèñ. 8.12).

A

B CA1 X

Ðèñ. 8.12: Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

8.3 Àðáåëîñ Àðõèìåäà

Ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ âîñõîäèò ê ñàìîìó Àðõèìåäó. Ðàññìîòðèì
ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ áîëüøèì ïîëóêðóãîì, èç êîòîðîãî âûðåçàíû äâà ìåíüøèõ,
äèàìåòðû êîòîðûõ ëåæàò íà äèàìåòðå áîëüøîãî è ðàçáèâàþò åãî íà äâå ÷àñòè.

Ðèñ. 8.13: Àðáåëîñ Àðõèìåäà

Ýòà ôèãóðà íàçûâàåòñÿ àðáåëîñîì 1. Ñ ýòîé êîíôèãóðàöèåé òàêæå ñâÿçàíà ñå-
ðèÿ çàìå÷àòåëüíûõ çàäà÷.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðîâåäåì îáùèå êàñàòåëüíûå ìåíüøèõ îêðóæíîñòåé.

Çàäà÷à 8.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AB è CD ðàâíû (ñì. ðèñ. 8.14). ×åìó ðàâíà
èõ äëèíà, åñëè äèàìåòðû ìåíüøèõ îêðóæíîñòåé àðáåëîñà ðàâíû a è b?
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A

B

C

D

Ðèñ. 8.14: Àðáåëîñ: îòðåçêè êàñàòåëüíûõ

Çàäà÷à 8.13. Äîêàæèòå, ÷òî òðîéêè òî÷åê (B,C,E) è (B,D, F ) ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 8.15).

A

B

C

D

E F

Ðèñ. 8.15: Àðáåëîñ: òðè òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé

Âïèøåì â ÷àñòè àðáåëîñà îêðóæíîñòè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8.16.

a b

Ðèñ. 8.16: Àðáåëîñ: äâå âïèñàííûå îêðóæíîñòè

1Â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî àðáåëîñ îçíà÷àåò ñàïîæíûé íîæ, ïîñêîëüêó ïî ñâîåé ôîðìå ýòà ôèãóðà î÷åíü
íàïîìèíàåò òàêîé íîæ.
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Çàäà÷à 8.14. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííûõ òàêèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé
ðàâíû (ñì. ðèñ. 8.16). ×åìó îíè ðàâíû, åñëè äèàìåòðû ìåíüøèõ îêðóæíîñòåé
àðáåëîñà ðàâíû a è b?

Óïîìÿíåì åùå îäèí çàìå÷àòåëüíûé ôàêò, ñâÿçàííûé ñ äàííîé êîíñòðóêöèåé.
Âïèøåì â àðáåëîñ îêðóæíîñòü.

Çàäà÷à 8.15 (*). Ïî÷åìó â ïðîèçâîëüíûé àðáåëîñ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü?

Òî÷êè A,B,C � òî÷êè êàñàíèÿ àðáåëîñà ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.

E F

A B

C

K

L

M

G

Ðèñ. 8.17: Àðáåëîñ: âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

Çàäà÷à 8.16 (*).
à) Äîêàæèòå, ÷òî òðîéêè òî÷åê (K,A, F ), (L,B,E) è (M,C,G) ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò íà âïèñàííîé â àðáåëîñ îêðóæíîñòè.
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Ãëàâà 9

Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Â îòëè÷èå îò îêðóæíîñòè Ýéëåðà, îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ çà÷àñòóþ îñòàåòñÿ
â òåíè ïðè èçëîæåíèè êóðñà øêîëüíîé ãåîìåòðèè äàæå â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ. Îáû÷íî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ
êàê îäíà èç íåìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, óäîáíî ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ êîîð-
äèíàò, ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ åå èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå
è èçðåäêà ñîîáùàåòñÿ î ñâÿçè îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ñ èíâåðñèåé è ðàäèêàëüíîé
îñüþ.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñòàíîâèòñÿ ôàêòîì, îòîðâàííûì îò
ñàìîãî êóðñà øêîëüíîé ãåîìåòðèè, ïîñêîëüêó åå ñâÿçè ñ ñîáñòâåííî ãåîìåòðèåé
(òðåóãîëüíèêà, îêðóæíîñòè è ò.ä.), êàê ïðàâèëî, íå èçëàãàþòñÿ, à îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðèìåíåíèÿì îïðåäåëåíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè, íî íèêàê
íå åå âçàèìîñâÿçÿì ñ äðóãèìè âàæíûìè è èíòåðåñíûìè ôàêòàìè è òåîðåìàìè.

Ìåæäó òåì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå íåîáû-
÷àéíî êðàñèâóþ ãåîìåòðèþ, îñâîåíèå êîòîðîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå òðåáóåò íè-
êàêèõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû 8 êëàññà, à ñ äðóãîé
� ïîçâîëÿåò îòêðûòü ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûå ôàêòû è òåîðåìû. È ÷òî ñàìîå
ãëàâíîå, ýòè ôàêòû è òåîðåìû îðãàíè÷íî âïèñûâàþòñÿ â øêîëüíûé êóðñ ãåîìåò-
ðèè è ñâÿçûâàþò âîåäèíî òàêèå, êàçàëîñü áû, äàëåêèå äðóã îò äðóãà ïîíÿòèÿ,
êàê êîîðäèíàòû, áèññåêòðèñû, çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà, îêðóæíîñòü
Ýéëåðà, òî÷êè W , çàäà÷è Ôàíüÿíî è Øàðûãèíà, èíâåðñèþ, ïîëþñû è ïîëÿðû è
ò.ä.

Äëÿ îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, ïðèâîäèìîãî íèæå, äîñòàòî÷íî âëàäåòü øêîëüíîé
ãåîìåòðèåé íà óðîâíå 8 êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî çíàòü

• ïåðâûå âîñåìü ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà;
• ãëàâû 1 è 2 íàñòîÿùåé êíèãè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ îêðóæíîñòè
Àïîëëîíèÿ äîðîãà ê íåìó ëåæèò íå â ñòîðîíå îò îñíîâíîãî êóðñà ãåîìåòðèè (ïðè-
íÿòîãî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà), à, íàîáîðîò, ðàñøèðÿåò, äîïîëíÿåò,
óãëóáëÿåò è ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ìàòåðèàë âñåãî êóðñà 7 è 8 êëàññîâ.

Íà âñåì ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ñîõðàíåíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ.

• MA,MB,MC � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà;

• HA, HB, HC � îñíîâàíèÿ âûñîò;

• H,O, I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, öåíòð îïèñàííîé è öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî;
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• EA, EB, EC � ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êîé H;

• κA,κA � îêðóæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûñîòàìè â òðåóãîëüíèêå.
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9.1 Áèññåêòðèñû è ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

Ãëàâíûì ãåðîåì ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâû áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè. Âïåð-
âûå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íèìè ïðè èññëåäîâàíèè îòðåçêîâ, îáðàçîâàííûõ ïðè ïåðå-
ñå÷åíèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñåêóùèìè 1.

Ðèñ. 9.1: Òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè âñòðå÷àþòñÿ òàêæå â êîíñòðóê-
öèÿõ ñ áèññåêòðèñàìè.

A B

C

L

C ′

A B

C

L′

C ′′

Ðèñ. 9.2: Áèññåêòðèñû è ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

1Ýòî óòâåðæäåíèå âîñõîäèò ê Ôàëåñó Ìèëåòñêîìó (îê. 630 ã. äî í.ý. � îê. 545 ã. äî í.ý.). Ñâåäåíèÿ î åãî
æèçíè äîñòàòî÷íî ñêóäíû, íî ñàìèìè äðåâíèìè ãðåêàìè îí ñ÷èòàëñÿ îäíèì èç îòöîâ-îñíîâàòåëåé è íåèçìåííî
íàçûâàëñÿ ïåðâûì ñðåäè ¾ñåìè ìóäðåöîâ¿, çàëîæèâøèõ îñíîâû ãðå÷åñêîé êóëüòóðû è ãîñóäàðñòâåííîñòè, à
çíà÷èò, è âñåé íàøåé öèâèëèçàöèè.
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Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü CL è CL′ � áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 9.2). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

AC/BC = AL/BL = AL′/BL′.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà îòðåçêå AB âûáðàíà òî÷êà L, à íà ïðîäîë-
æåíèè ýòîãî îòðåçêà � òî÷êà L′ òàêèå, ÷òî

AC/BC = AL/BL = AL′/BL′,

òî CL è CL′ � áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC
(ñì. ðèñ. 9.2).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ýòè óòâåðæäåíèÿ. Ìû èìååì äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè
A è B è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ íèìè òðè òî÷êè: C,L, L′. Ïðè ýòîì

AC/BC = AL/BL = AL′/BL′.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê óñòðîåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M ,
òàêèõ ÷òî AM/BM = k = const? Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî åñëè k = 1, òî îòâåò íàì
óæå èçâåñòåí � èñêîìîå ÃÌÒ áóäåò ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì. ×òî ìû ïî-
ëó÷èì, åñëè k 6= 1? Ðàññìîòðèì ÷åòûðå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå èñêîìîìó ÃÌÒ:
L,L′, C1, C2 (ñì. ðèñ. 9.3). Èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 9.2 ñëåäóåò, ÷òî êðàñíûå îò-
ðåçêè íà ýòîì ðèñóíêå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ
æåëòûõ òðåóãîëüíèêîâ.

A BL L′

C1

C2

Ðèñ. 9.3: ÃÌÒ AM/BM = const

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá ýòèõ ÷åòûðåõ òî÷êàõ?

Çàäà÷à 9.3. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè L,L′, C1, C2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ

Ãèïîòåçà 9.1. ÃÌÒ M : AM/BM = k 6= 1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì
íà ïðÿìîé AB.
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A B

M

L L′

Ðèñ. 9.4: ãèïîòåçà 9.1

Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 9.3 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ èñêîìîìó ÃÌÒ, ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì LL′. Âåðíî ëè îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå? Êàê äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà äàííîé îêðóæíîñòè ïðèíàäëåæèò
ÃÌÒ? Îáû÷íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé î ÃÌÒ â îáðàòíóþ ñòîðîíó èñ-
ïîëüçóåòñÿ òà æå òåõíèêà, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå â ïðÿìóþ. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
ñèòóàöèÿ èíàÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó íàì ïðè-
äåòñÿ ïðèáåãíóòü ê íåîæèäàííîìó ïðèåìó. . .

9.2 Êîîðäèíàòû â ãåîìåòðèè

Â 1637 ãîäó âûøëî ïåðâîå èçäàíèå ¾Ðàññóæäåíèÿ î ìåòîäå, ÷òîáû õîðîøî íà-
ïðàâëÿòü ñâîé ðàçóì è îòûñêèâàòü èñòèíó â íàóêàõ¿ � ôèëîñîôñêîãî òðàêòàòà
Ðåíå Äåêàðòà. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ïðèëîæåíèÿ ê òðàêòàòó áûë îïóáëèêîâàí òðóä
Äåêàðòà ïîä íàçâàíèåì ¾Ãåîìåòðèÿ¿. Â ýòîì òðóäå Äåêàðò èçëàãàåò íà÷àëà àíà-
ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè � äèñöèïëèíû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïåðåâåñòè ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê è òåì ñà-
ìûì ñóùåñòâåííî óïðîùàëà 2 èõ èññëåäîâàíèå è ðåøåíèå 3.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì
âîçìîæíûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 9.1 äëÿ âîñüìèêëàññíèêîâ, åñëè íå
ïðèâëåêàòü âïèñàííûå óãëû.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû 9.1, ñêàæåì, ÷òî áóäåò, åñëè
âìåñòî îòíîøåíèÿ äëèí ðàññìàòðèâàòü ñóììó, ðàçíîñòü èëè ïðîèçâåäåíèå. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ÃÌÒ õîðîøî èçâåñòíû â ãåîìåòðèè, îäíàêî óñòðîåíû îíè êóäà áîëåå
òðóäíûì îáðàçîì! À èìåííî,

2Íóæíî, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷
(¾ââåäè êîîðäèíàòû è ïîñ÷èòàé¿), êàê ïðàâèëî, íå âñêðûâàåò ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ.

3Èäåÿ ñèíòåçà àëãåáðû è ãåîìåòðèè ñòàëà îäíèì èç ïîâîðîòíûõ ïóíêòîâ â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè. Âïîñëåä-
ñòâèè îíà ïðèâåëà ê ðîæäåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � íàóêè, êîòîðàÿ ïî ïðàâó çàíèìàåò îäíî èç öåí-
òðàëüíûõ ìåñò â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå. Ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè èìåþò øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå:
îò òåîðèè ÷èñåë è ïðîãðàììèðîâàíèÿ äî êîñìîëîãèè è òåîðèè ñòðóí.
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• ÃÌÒ M : AM +BM = k ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B;

• ÃÌÒ M : |AM −BM | = k ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B;

• ÃÌÒ M : AM ·BM = k ÿâëÿåòñÿ ëåìíèñêàòîé ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B.

A B

M

Ðèñ. 9.5: Ýëëèïñ

A B

M

Ðèñ. 9.6: Ãèïåðáîëà

A B

Ðèñ. 9.7: Ñåìåéñòâî ëåìíèñêàò
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Âîçìîæíî, ïðî ýëëèïñ è ãèïåðáîëó âû óæå ÷òî-òî ñëûøàëè (íàïðèìåð, ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè y = 1/x ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà), à âîò ëåìíèñêàòà, ñêîðåå âñåãî,
ïðàêòè÷åñêè íèêîìó íå èçâåñòíà. Îäíàêî æå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ôè-
ãóð â øêîëå ïðîõîäÿòñÿ ðåäêî. Óäèâèòåëüíî, ÷òî èìåííî ÃÌÒ ñ îòíîøåíèÿìè
äëèí óñòðîåíî íàèáîëåå ïðîñòî è êðàñèâî. . .

Çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè îòðåçîê AB è ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
k. Íàøà öåëü � îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åêM , òàêèõ, ÷òî AM/BM = k.

Çàäà÷à 9.4. Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü ãèïîòåçó 9.1, ââåäÿ ïîäõîäÿ-
ùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïðèâåäåì íèæå ýòî äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, âçÿâ íà÷àëî êîîðäèíàò
O â ñåðåäèíå îòðåçêà AB è íàïðàâèâ îñü Ox ïî ïðÿìîé AB, à îñü Oy � ïî
ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê îòðåçêó AB. Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ðàâíû
(−a/2, 0), à òî÷êè B � (a/2, 0) (çäåñü a � äëèíà îòðåçêà AB).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êóM ñ (íåèçâåñòíûìè) êîîðäèíàòàìè (x, y), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ AM/BM = k. Íàøà öåëü � ïðåîáðàçîâàòü ýòî ãåîìåò-
ðè÷åñêîå óñëîâèå íà òî÷êóM â àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íà êîîðäèíàòû (x, y)
òî÷êè M . Òîãäà õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìåæäó êîîðäèíàòàìè ïîçâîëèò îïðåäå-
ëèòü, êàêîå èìåííî ìíîæåñòâî îáðàçóþò âñå òî÷êèM , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
AM/BM = k. Ïîýòîìó åñëè óñëîâèå AM/BM = k óäàñòñÿ ïåðåïèñàòü â âèäå
(x− x0)

2 + y2 = R2, íàøà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.
Ñäåëàåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

AM/BM = k ⇔ AM 2 = k2 ·BM 2 ⇔ (x+ a/2)2 + y2 = k2
(

(x− a/2)2 + y2
)
⇔

(k2 − 1)x2 − a(k2 + 1)x+ (k2 − 1)y2 − (k2 − 1)a2/4 = 0 ⇔ (ò.ê. k 6= 1)

x2 − a · k
2 + 1

k2 − 1
· x+ y2 − a2/4 = 0 ⇔(

x2 − 2 · a
2
· k

2 + 1

k2 − 1
· x+

(a
2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2
)

+ y2 −
(a

2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2

+ a2/4 = 0 ⇔(
x− a

2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2

+ y2 =
( ak

|k2 − 1|

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AM/BM = k òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû (x, y) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(
x− a

2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2
+ y2 =

( ak

|k2 − 1|
)2
, (9.1)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
(
a
2 ·
k2+1
k2−1 , 0

)
è ðàäèóñîì

ak
|k2−1| , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå. Òàêàÿ îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì k è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Apollk(A,B). Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì
ïèñàòü ïðîñòî Apoll(A,B), åñëè êîýôôèöèåíò k íå âàæåí.
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Îòìåòèì ñëåäóþùèé ìîìåíò: ôîðìàëüíîå óñëîâèå k 6= 1 ìû èñïîëüçîâàëè,
êîãäà äåëèëè íàøå óðàâíåíèå íà k2 − 1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëîñü óðàâíå-
íèå îêðóæíîñòè. Îäíàêî ïðè k = 1 èñêîìûì ÃÌÒ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ (ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB). Îêàçûâàåòñÿ, ðàçóìíî ñ÷èòàòü òàêóþ ïðÿìóþ
îêðóæíîñòüþ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. ×òî îçíà÷àþò ýòè ñëîâà, ìû îáñóäèì
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Çàäà÷à 9.5. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü Ω è òî÷êó A, íå ëåæàùóþ íà íåé è íå
ëåæàùóþ â öåíòðå Ω. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðó (A,Ω) ìîæíî äîïîëíèòü åäèíñòâåííîé
òî÷êîé B òàê, ÷òîáû Ω = Apoll(A,B).

9.3 Ïó÷îê îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ

Ìåòîä êîîðäèíàò ïîçâîëèë íàì âûâåñòè óðàâíåíèå îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ, îäíà-
êî ìû ïîêà ÷òî íå íàðèñîâàëè ýòîé îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ÿâíî äëÿ êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a è k. Ïîýòîìó îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîãèå åñòåñòâåííûå
âîïðîñû.

• Ãäå ëåæèò öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ: íà îòðåçêå AB èëè âíå ýòîãî îò-
ðåçêà?

• Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå îáå òî÷êè A è B, òîëüêî îäíó èëè
âîîáùå íè îäíîé?

• Êàê ðàäèóñ îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ çàâèñèò îò äëèíû îòðåçêà AB?

• Êàê ìåíÿåòñÿ îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñ èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà k?

Äàäèì îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ ñî âñåâîçìîæíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè k äëÿ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê A, B íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì îêðóæíîñòåé
Àïîëëîíèÿ (ñì. ðèñ. 9.8).

A B

Ðèñ. 9.8: Ïó÷îê îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ
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Êàêèå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü, ãëÿäÿ íà ðèñóíîê 9.8? Ïðåæäå âñåãî âèäíà
ñèììåòðèÿ ïó÷êà îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê îòðåçêó AB. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü M ∈
Apollk(A,B) è M ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ M îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðà. Òîãäà

AM/BM = k ⇔ AM ′/BM ′ = 1/k ⇔ M ′ ∈ Apoll1/k(A,B).

Ïîýòîìó îêðóæíîñòè Apollk(A,B) è Apoll1/k(A,B) ñèììåòðè÷íû. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íàì â íàøèì ðàññóæäåíèÿõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì k > 1,
ïîñêîëüêó ñëó÷àé 0 < k < 1 áóäåò ñèììåòðè÷åí åìó.

Äàëåå, âèäíî, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ âñåãäà ëåæàò âíå îòðåçêà
AB, êàæäàÿ îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB (ò.å. ðàçäåëÿåò òî÷êè
A è B), ñàìè îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ è, íàêîíåö, îíè ìîãóò áûòü
êàê î÷åíü áîëüøèìè, òàê è î÷åíü ìàëåíüêèìè.

Çàäà÷à 9.6. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíè-
åì (9.1) îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî a (îáîçíà÷àþùåå äëèíó îò-

ðåçêà AB) è ïîñìîòðèì, êàê áóäóò ìåíÿòüñÿ êîîðäèíàòà x0(k) := a
2 ·

k2+1
k2−1 öåíòðà

W (k) è ðàäèóñ R(k) := ak
|k2−1| ïðè ðàçëè÷íûõ k.

Åñòü äâà ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèÿ: k →∞ è k → 1+ (ïîñëåäíÿÿ çàïèñü îçíà÷àåò,
÷òî ïàðàìåòð k ñòðåìèòñÿ ê 1 ñïðàâà. ò.å. k âñåãäà îñòàåòñÿ áîëüøå 1).

Ïðè k →∞ èìååì x0(k)→ (a/2)+ è R(k)→ 0.
Ïðè k → 1+ èìååì x0(k)→ +∞ è R(k)→ +∞.
Äîáàâëÿÿ ê ýòèì ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèÿì ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî çàìåíû

k íà 1/k, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ îêðóæíîñòåé
Àïîëëîíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà k:

k → 0 W (k)→ A− R(k)→ 0
k → 1− W (k)→ −∞ R(k)→∞
k → 1+ W (k)→ +∞ R(k)→∞
k →∞ W (k)→ B+ R(k)→ 0

9.4 Îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ â òðåóãîëüíèêå

Èòàê, ìåòîä êîîðäèíàò ïîçâîëèë íàì áåç êàêèõ-ëèáî èäåéíûõ çàòðóäíåíèé äîêà-
çàòü âåñüìà íåòðèâèàëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ.
Òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåííûõ íàìè âû÷èñëåíèé íàì óäàëîñü èññëåäîâàòü ïîâå-
äåíèå îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà k. Ê áîëüøîìó
ñîæàëåíèþ, êîîðäèíàòíûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðè÷èíû
ÿâëåíèÿ, íå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷åìó îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ.

Îñíîâíîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, ñ êîòîðûì ñâÿçàíà îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ,
� ýòî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABM
è ïðîâåäåì â íåì áèññåêòðèñû ML è ML′ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ ïðè
âåðøèíå M . Çàìåòèì, ÷òî ∠LML′ = 90◦ (áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ). Çíà÷èò,
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îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå LL′ êàê íà äèàìåòðå, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
M . Ïîäâîäÿ ïðîìåæóòî÷íûé èòîã, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

à) Ýòà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ ïàðû òî÷åê A, B
(ñì. ðèñ. 9.4).

á) Âåðíî è îáðàòíîå: åñòü Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê
A è B, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ AB è òî÷êàõ L è L′, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
M ∈ Apoll(A,B) îòðåçêè ML è ML′ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíóòðåííåãî è
âíåøíåãî óãëîâ ïðè âåðøèíå M .

Áîëåå òîãî, ñ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì ìîæíî ñâÿçàòü òðè îêðóæíîñòè Àïîëëî-
íèÿ.

A

B

C

Apoll(A,B)

Apoll(B,C)

Apoll(A,C)

Ðèñ. 9.9: Îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ â òðåóãîëüíèêå

Çàäà÷à 9.7. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè Apoll(A,B), Apoll(B,C) è Apoll(A,C)
ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ 4 (ìîæíî ïîýòîìó ñêàçàòü, ÷òî îíè îáðàçóþò ïó÷îê).

4Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì î äðóãèõ ÃÌÒ, ñâÿçàííûõ ñ òðåóãîëü-
íèêîì. Áèññåêòðèñû òðåõ óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû òîæå.
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9.5 Ñíîâà òî÷êè W

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âûÿñíèëè, ÷òî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ
áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà. Äëÿ íàñ ýòî óæå íå ïåðâàÿ âñòðå÷à ñ íèìè! Â ãëàâå 2
íàìè áûë èññëåäîâàí ðÿä êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ áèññåêòðèñàìè. Íàïîìíèì,
÷òî öåíòðàëüíóþ ðîëü â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ èãðàëè òî÷êè W .

A

B C

I

IA

WA

Ðèñ. 9.10: WA è îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

A

B C

IB

IC

WA

Ðèñ. 9.11: WA è îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Îíè ïîÿâèëèñü ó íàñ êàê öåíòðû îêðóæíîñòåé, åñòåñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ òðå-
óãîëüíèêîì IAIBIC (ñì. ðèñ. 2.2).

Íàïîìíèì òàêæå êëþ÷åâûå ôàêòû î òî÷êàõ W , êîòîðûå áûëè ðåçóëüòàòîì
èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ãëàâå 2.
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• Òî÷êè W ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 2.3).

• Òî÷êà WA � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííåé áèññåêòðèñû óãëà A è îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 2.6).

Òî÷êàWA � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíåé áèññåêòðèñû óãëà A è îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 2.6).

• Òî÷êè W � ýòî òî÷êè, ëåæàùèå íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà è
ðàâíîóäàëåííûå îò äâóõ åãî âåðøèí (ñì. ðèñ. 2.7).

Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà ðèñóíêè 9.10 è 9.11. Ïîñêîëüêó íà íèõ ïðèñóò-
ñòâóþò áèññåêòðèñû, ïîïðîáóåì îòûñêàòü òàì è îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ.

Çàäà÷à 9.8. Íàéäèòå íà ðèñóíêàõ 9.10 è 9.11 îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Óêàæèòå,
îêðóæíîñòÿìè Àïîëëîíèÿ êàêèõ ïàð òî÷åê îíè ÿâëÿþòñÿ.

Ìîæíî ëè ïîñòàâèòü è ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó? Ìîæíî ëè, íàîáîðîò, äîïîë-
íèòü ñàìó îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) äëÿ òî÷åê A è B (ñì. ðèñ. 9.12)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé êàðòèíêå âîçíèêëè áû òî÷êè W ? Äà, ìîæíî!

Íà÷íåì ñ òî÷êè WA. ×òîáû ïîëó÷èòü òî÷êó WA, íóæíû òî÷êè I è IA. Íà
ðèñóíêå 9.12 äâå áèññåêòðèñû ó íàñ óæå åñòü, íî íóæíû åùå � èõ ïåðåñå÷åíèÿ è
áóäóò òî÷êàìè I è IA. Íî äëÿ ëþáîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ îòðåçêè ñ
îñíîâàíèåì â òî÷êàõ L è L′ áóäóò áèññåêòðèñàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ! Òîãäà
âîçüìåì åñòåñòâåííóþ òî÷êó � ïðîäëèì îòðåçîê MB äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) â òî÷êå K (ñì. ðèñ. 9.13).

A B

M

L L′

Ðèñ. 9.12: Îêðóæíîñòü Àïîëëî-
íèÿ òðåóãîëüíèêà

A B

M

K

L L′

Ðèñ. 9.13: Ñòðîèì åùå áèññåêòðèñû

Çàäà÷à 9.9. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè L è L′ ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âïèñàííîé è âíåâïè-
ñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêàAMK. À öåíòð îêðóæíîñòè ÀïîëëîíèÿApoll(A,B)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé WA äëÿ íåãî (ñì. ðèñ. 9.14).

Îáðàòèòå òàêæå âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò: ìû âñåãî
ëèøü ïðîäëèëè îòðåçîê MB äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ
è ïîëó÷èëè ïðè ýòîì òàêóþ òî÷êó K, ÷òî ∠MAB = ∠KAB.
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A B

I

M

K

IA
WA

Ðèñ. 9.14: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è òî÷êà WA

Òåïåðü ðåàëèçóåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òî÷êó WB. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíû
öåíòðû äâóõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Áóäåì äåé-
ñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïîñòðîåíèåì è ðàññìîòðèì òî÷êó N âòîðîãî
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AM ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B).

Çàäà÷à 9.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà BMN òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìîé AB ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) áóäóò öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà BMN . À öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé WB äëÿ íåãî (ñì. ðèñ. 9.15).

A B

I

IMIN

M

N

WB

Ðèñ. 9.15: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è òî÷êà WB
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîâåðøåííî áåñïëàòíî ìû ïîëó÷àåì ñîâåðøåííî íåî÷åâèä-
íûå óòâåðæäåíèÿ:

1. Òî÷êè A, M , K, WA ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 9.14).
2. Òî÷êè B, M , N , WB ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 9.15).
3. Ïóñòü BI � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà BMN (ñì. ðèñ. 9.15).

Òîãäà BI ⊥ AB.

Çàäà÷à 9.11. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëî-
íèÿ, íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ òî÷êàìè W , êîòîðûå ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèÿõ.

9.6 Êàñàòåëüíûå è ñåêóùèå

Îáðàòèì âíèìàíèå íà êîíôèãóðàöèè, ïîñòðîåííûå íàìè íà ðèñóíêàõ 9.14 è 9.15.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â íèõ ñûãðàëè ñåêóùèå îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Åñëè íàðèñî-
âàòü ýòè ñåêóùèå íà îäíîé êàðòèíêå (ñì. ðèñ. 9.16), òî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî
íàáëþäåíèé.

A
B

K

M

N

Ðèñ. 9.16: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è ñåêóùèå

Ãèïîòåçà 9.2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ñåêóùèå AM è BM îêðóæíîñòè Àïîë-
ëîíèÿ Apoll(A,B), âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùèå åå â òî÷êàõ N è K ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êè N è K ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB.

Ãèïîòåçà 9.3. Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñåêóùóþ AM , âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùóþ
îêðóæíîñòü Ω â òî÷êå N , îòðàçèòü òî÷êó N â òî÷êó K ñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è öåíòð îêðóæíîñòè Ω, è ðàññìîòðåòü
òî÷êó B ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BK ñ ïðÿìîé `, òî îêðóæíîñòü Ω áóäåò îêðóæ-
íîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) äëÿ ïàðû òî÷åê A è B (ñì. ðèñ. 9.17). Â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà òî÷êè M âñå ïðÿìûå MK
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

132



A

M

K

B`

N

Ω

Ðèñ. 9.17: Íåçàâèñèìîñòü ïîñòðîåíèÿ òî÷êè B îò ñåêóùåé

Çàäà÷à 9.12. Äîêàæèòå ãèïîòåçû 9.2 è 9.3.

Çàìå÷àíèå. Îïèñàííóþ âûøå êîíôèãóðàöèþ ìû áóäåì íàçûâàòü ¾ôëàæêîì¿, ïî-
ñêîëüêó òðàåêòîðèÿ ëîìàíîé AMNKM íàïîìèíàåò ïîëîòíèùå ôëàãà è äðåâêî.

Åñëè çàõîäèò ðå÷ü î ñåêóùèõ, òî íåëüçÿ îñòàâèòü â ñòîðîíå êàñàòåëüíûå, âåäü
êàñàòåëüíàÿ åñòü ¾ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå¿ ñåêóùåé. Âåðíû ëè àíàëîãè ãèïîòåç 9.2
è 9.3 äëÿ êàñàòåëüíûõ?

Ãèïîòåçà 9.4. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü Ω è òî÷êó A, ëåæàùóþ
âíå ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ AM ê îêðóæíîñòè Ω è îïóñòèì
èç òî÷êè êàñàíèÿM ïåðïåíäèêóëÿð AB íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A è öåíòð
îêðóæíîñòè Ω. Òîãäà Ω = Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê A
è B.

Ãèïîòåçà 9.5. Îáðàòíî, ÷òî Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê
A è B è BM � ïåðïåíäèêóëÿð ê AB, òî ïðÿìàÿ AM ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B).

Çàäà÷à 9.13. Äîêàæèòå ãèïîòåçû 9.4 è 9.5 (ñì. ðèñ. 9.18).

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàæåì êðàñèâûé ïðèìåð, èñïîëüçóþùèé íà-
øè óòâåðæäåíèÿ î ôëàæêå è êàñàòåëüíûõ. Ðàññìîòðèì ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ
MNKP , âïèñàííóþ â îêðóæíîñòü. Ïóñòü A � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå áîêîâûõ ñòî-
ðîí, à B �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå äèàãîíàëåé. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè
èç òî÷êè A. Òîãäà òî÷êà B ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè êàñàíèÿ (ñì.
ðèñ. 9.19).

Â ñàìîì äåëå, â êîíôèãóðàöèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî óâèäåòü äâà ñïîñîáà ïîñòðî-
åíèÿ òî÷êè B, ïðåâðàùàþùåé îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðàïåöèè â îêðóæíîñòü
Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B): êàñàòåëüíûå è ôëàæîê.
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A
B

I

K

M

WA

Ðèñ. 9.18: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è êàñàòåëüíûå

A B

K

M

N

P

Ðèñ. 9.19: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è ñåêóùèå
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9.7 Ñíîâà îðòîòðåóãîëüíèê

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ è âûñîò â òðåóãîëü-
íèêå. Ñàìî íàëè÷èå ïîäîáíîé ñâÿçè âûãëÿäèò äàëåêî íå î÷åâèäíûì, ïîñêîëüêó,
êàê ìû âûÿñíèëè âûøå, îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ áèññåêòðèñàìè.
Êàêèì îáðàçîì çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ åùå è âûñîòû?

Êëþ÷åâàÿ òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó âûñîòàìè è áèññåêòðèñà-
ìè, íàì óæå çíàêîìà. À èìåííî, ýòî òåîðåìà îá îðòîòðåóãîëüíèêå: âûñîòû òðå-
óãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî îðòîòðåóãîëüíèêà (ñìîòðèòå çàäà÷è 2.8
è 2.9). Ìû äîêàçàëè ýòó òåîðåìó, ïðîñëåäèâ ñâÿçü ìåæäó âûñîòàìè èñõîäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà è òî÷êàìè W îðòîòðåóãîëüíèêà. Êàê ìû ïîêàçàëè, îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà HAHBHC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíè-
êà ABC, ïîòîìó ïåðåñåêàåò âûñîòó â òî÷êå EA, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé WHA

(ñì. ðèñ. 9.20)!
Îêàçûâàåòñÿ, ðàçâèòàÿ íàìè òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ,

òàêæå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò.
Ðàññìîòðèì òî÷êó A′ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è HBHC è îêðóæíîñòü κA (ñì.

ðèñ. 9.21). Îòðåçîê BC ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì ýòîé îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó íà íåãî
ñìîòðÿò äâà ïðÿìûõ óãëà. Ðàññìîòðèì òî÷êó A′1, òàêóþ, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü ïðå-
âðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ Apoll(A′, A′1). Òàêàÿ òî÷êà âñåãäà ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííà (ñì. çàäà÷ó 9.5).

Çàäà÷à 9.14.
à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè HB, HC ,MA, A

′
1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
ABC.
â) Äîêàæèòå, ÷òî A′1 = HA.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî HAA � áèññåêòðèñà îðòîòðåóãîëüíèêà.

A

HA

EA = WHA

Ðèñ. 9.20: Îðòîòðåóãîëüíèê è òî÷êè W
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A

B CHA

HB

HC H

MA
A′

κA

Ðèñ. 9.21: Îðòîòðåóãîëüíèê è îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿäèò áîëåå ñëîæíûì, íî çàòî îíî áî-
ëåå ÷åòêî äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ è âûñîò â òðåóãîëüíèêå.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå çíàêîìàÿ íàì ïî ñþæåòó îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà îêðóæ-
íîñòü κA ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ: κA = Apoll(A′, HA)!

Çàäà÷à 9.15 (*). Ïîçâîëèò ëè ðàçâèòàÿ íàìè òåõíèêà ðåøèòü çàäà÷ó 2.11?

Íî ñóùåñòâóåò åùå îäíà çàìå÷àòåëüíàÿ îêðóæíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ îêðóæíîñòüþ
Ýéëåðà, � ýòî îêðóæíîñòü κA. ßâëÿåòñÿ ëè è ýòà îêðóæíîñòü îêðóæíîñòüþ Àïîë-
ëîíèÿ äëÿ íåêîòîðîé ïàðû òî÷åê?!

Îêàçûâàåòñÿ, äà! Ïðè÷åì òàêèõ ïàð ìîæíî óêàçàòü ñðàçó äâå!
Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîé ïàðû. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç Q òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

âûñîòû AHA è ïðÿìîé HBHC (ñì. ðèñ. 9.22).

Çàäà÷à 9.16. Äîêàæèòå, ÷òî κA = Apoll(HA, Q).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ âòîðîé (è áîëåå èíòåðåñíîé!) ïàðû òî÷åê, ïðåâðà-
ùàþùåé îêðóæíîñòü κA â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ñ ýòîé îêðóæ-
íîñòüþ ñâÿçàíî çàìå÷àòåëüíîå óòâåðæäåíèå 5.

Çàäà÷à 9.17. Ðàññìîòðèì òî÷êó F ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè κA ñ âûñîòîé AHA.
Òîãäà îòðåçîê A′F ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè κA (ñì. ðèñ. 9.23).

5Êîòîðîå èíòåðåñíî íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, íî è îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì â ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî!
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H

Q

κA

Ðèñ. 9.22: κA � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

A

B CHA

HB

HC

A′

F

κA

Ðèñ. 9.23: Âûñîòû è êàñàòåëüíàÿ
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Òî÷êà F ïîäñêàçûâàåò íàì âòîðóþ ïàðó òî÷åê, ïðåâðàùàþùèõ κA â îêðóæ-
íîñòü Àïîëëîíèÿ.

Çàäà÷à 9.18. Ðàññìîòðèì òî÷êó F ′, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå F îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
BC. Òîãäà îêðóæíîñòü κA ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ ïàðû òî÷åê F
è F ′ (ñì. ðèñ. 9.24).

A

B CHA

HB

HC

F

F ′

H

κA

κA

Ðèñ. 9.24: κA � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

9.8 Çàäà÷à Ôàíüÿíî è òåîðåìà ñèíóñîâ

Òåîðåìà îá îðòîòðåóãîëüíèêå ïîçâîëÿåò ðåøèòü îäíó èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì: çàäà÷ó Ôàíüÿíî. Çâó÷èò ýòà çàäà÷à
ñëåäóþùèì îáðàçîì: âïèñàòü â äàííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèê ìèíèìàëüíîãî
ïåðèìåòðà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó è âûâåäåì èç åå ðåøåíèÿ òåîðå-
ìó ñèíóñîâ � îäíó èç ñàìûõ âàæíûõ òåîðåì øêîëüíîé ãåîìåòðèè, èñïîëüçóåìûõ
äëÿ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåìà (î òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà). Òðåóãîëüíèêîì íàèìåíüøåãî
ïåðèìåòðà, âïèñàííûì â äàííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ÿâëÿåòñÿ îðòî-
òðåóãîëüíèê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC
(äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ïðÿìî- è òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðåøåíèå çàäà÷è Ôà-
íüÿíî âûðîæäåííîå: îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê íàèáîëüøåé ñòî-
ðîíå) è ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê A1B1C1, âïèñàííûé â íåãî. Ïîñêîëüêó âû÷èñ-
ëÿòü ïåðèìåòð òàêîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîñòî ñêëàäûâàÿ äëèíû åãî ñòîðîí, íåóäîá-
íî, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîïðîáóåì âûïðÿìèòü ýòè ñòîðîíû, ò.å. êàêèì-
òî îáðàçîì ïåðåáðîñèòü èõ íà îòðåçêè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Ñàìûé ïðîñòîé
ñïîñîá ñäåëàòü ýòî � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ. Ðàññìîòðèì îáðàçû A′1C1 è A

′′
1B1 îòðåçêîâ

A1C1 è A1B1 ïðè îñåâûõ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ AB è AC ñîîòâåòñòâåí-
íî.

A

B CA1

B1

C1A′1

A′′1

Ðèñ. 9.25: ¾Âûïðÿìëåíèå¿ ñòîðîí âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà

Çàäà÷à 9.19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1
áûë áû ìèíèìàëüíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû òî÷êè B1 è C1 ëåæàëè áû íà îòðåçêå
A′1A

′′
1.

Îòìåòèì, ÷òî óæå ïî ýòîìó ñîîáðàæåíèþ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòâåòîì â çàäà÷å
Ôàíüÿíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèê. Â ñàìîì äåëå, èç ïðåäûäóùåãî
ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíû AB è AC ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ
óãëîâ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. ßñíî, ÷òî è ñòîðîíà BC áóäåò áèññåêòðèñîé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåïåðü äàâàéòå ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ïåðèìåòð íàéäåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 9.20.
à) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AA′1A

′′
1 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì.

á) Ïóñòü ∠BAC = α. ×åìó òîãäà ðàâåí ∠A′1AA
′′
1?

â) Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà p(4A1B1C1) = A′1A
′′
1 = AA1 · sinα, ãäå

p(4A1B1C1) � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 áóäåò ìèíèìàëüíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà AA1 � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC.

Èòàê, âåðøèíà A1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà äîëæíà ñîâ-
ïàäàòü ñ îñíîâàíèåì âûñîòû. Îñòàëîñü ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
âåðøèí B1 è C1.
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A

B CA1

B1

C1

A′1

A′′1

H

Ðèñ. 9.26: Òðåóãîëüíèê AA′1A
′′
1

Òàêèì îáðàçîì íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà (èëè, òî÷-
íåå, ôîðìóëû):

ha · sinα = hb · sin β = hc · sin γ = p(4A1B1C1) (9.2)

(çäåñü ha, hb, hc � äëèíû âûñîò, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí A, B, C òðåóãîëüíèêà
ABC ñîîòâåòñòâåííî, α, β, γ � ýòî ãðàäóñíûå ìåðû åãî óãëîâ, à p(4A1B1C1) �
ïîëóïåðèìåòð åãî îðòîòðåóãîëüíèêà).

Ýòî ðàâåíñòâî � ïåðâîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ïðîèçâîëüíîì (íå
ïðÿìîóãîëüíîì!) òðåóãîëüíèêå 6. Ýòî äåéñòâèòåëüíî íåâåðîÿòíî, âåäü ïî ñâîåìó
îïðåäåëåíèþ ñèíóñû è êîñèíóñû âû÷èñëÿþòñÿ ëèøü â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêàõ, ïîýòîìó òðóäíî îæèäàòü èõ ïîÿâëåíèÿ ãäå-ëèáî åùå. À íà ñàìîì äåëå îíè
ïîÿâëÿþòñÿ â àáñîëþòíî ëþáûõ òðåóãîëüíèêàõ, ïðè÷åì â ãîðàçäî áîëåå ðàçíîîá-
ðàçíûõ ôîðìàõ!

Ïðàâäà, çäåñü ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî õîòü è äîêàçàííàÿ íàìè ôîðìóëà êðàñèâà,
îíà âðÿä ëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íà ïðàêòèêå. Âñå æå ÷àùå â óñëîâèÿõ çàäà÷
âñòðå÷àþòñÿ äëèíû a, b, c ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à íå äëèíû åãî âûñîò. . .

Îäíàêî âûñîòû ïîðîæäàþò ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè! Äàâàéòå ïîïðîáóåì
ýòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ. À èìåííî, âûðàçèì äëèíû âûñîò hb è hc ÷åðåç äëèíû ñòîðîí
b è c è óãîë α. Èìååì: hb = c ·sinα è hc = b ·sinα. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â (9.2)
è óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: b

sinβ = c
sin γ . Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå

ðàññóæäåíèå äëÿ ïàðû ñòîðîí a è b, ïîëó÷àåì, ÷òî a
sinα = b

sinβ . Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
. (9.3)

Ýòî ðàâåíñòâî è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ.
6Õîòÿ â íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôàíüÿíî ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îñòðîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè, ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âû÷èñëåíèþ ïîëóïåðèìåòðà îðòîòðåóãîëüíèêà, ñïðàâåäëèâû
âñåãäà.
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Ïî ñóòè ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì àíàëîãîì âòîðîãî ïðèçíàêà ðà-
âåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíû ïî ñòîðîíå
è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì. Ò.å., çíàÿ äëèíó ñòîðîíû a è ãðàäóñíûå ìåðû óã-
ëîâ β è γ, ìîæíî îäíîçíà÷íî çàäàòü âåñü òðåóãîëüíèê. Òåîðåìà ñèíóñîâ (9.3) êàê
ðàç è ïîçâîëÿåò ÿâíî âû÷èñëèòü ñòîðîíû b è c, çíàÿ âåëè÷èíû a, β è γ: ñíà÷àëà
ìû íàõîäèì óãîë α = 180◦ − β − γ, à çàòåì ïîëó÷àåì

b = a · sin β

sinα
è c = a · sin γ

sinα
.

Çàìå÷àíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìó ñèíóñîâ ìîæíî óòî÷íèòü. À èìåííî, âåðíî
åùå îäíî ñîîòíîøåíèå:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R,

ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Èìåííî â òàêîì âèäå ýòà
òåîðåìà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ. Îäíàêî äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà,
ïî âñåé âèäèìîñòè, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âïèñàííûå óãëû.
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Ãëàâà 10

Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â

òðåóãîëüíèêå

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óâèäåëè, íàñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèå îòíîøåíèé è ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêîâ.

Íà äàííûé ìîìåíò íàì èçâåñòíû äâå êëþ÷åâûå êîíñòðóêöèè, èìåþùèå äåëî
ñ îòíîøåíèÿìè äëèí: òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ è òåîðåìà î áèññåê-
òðèñàõ òðåóãîëüíèêà (êîòîðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ). Îäíàêî
è òàì, è òàì åñòü ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð îòðåçêîâ: ëèáî ïàðàëëåëü-
íûå ïðÿìûå, ëèáî ðàâíûå óãëû. Õîòåëîñü áû ðàñøèðèòü êëàññ êîíôèãóðàöèé, â
êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü îòíîøåíèÿ äëèí îòðåçêîâ. Îäèí èç ñïîñîáîâ äî-
áèòüñÿ ýòîãî � ïîäîáèÿ. Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå.

Ðàçðàáîòàííàÿ â ýòîé ãëàâå òåõíèêà ïîçâîëèò íàì íå òîëüêî äîêàçàòü ðÿä
óòâåðæäåíèé îáùåãî õàðàêòåðà, íî òàêæå ïîìîæåò îòâåòèòü íà íåêîòîðûå ðàíåå
ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.

Äëÿ îñâîåíèÿ ýòîé ãëàâû äîñòàòî÷íî âëàäåíèÿ ñëåäóþùèì ìàòåðèàëîì:

• ïåðâûå âîñåìü ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà;
• ãëàâû 2 è 9 íàñòîÿùåé êíèãè.
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10.1 Òåîðåìà Ìåíåëàÿ è ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â òðå-

óãîëüíèêå

Ïðåäûäóùóþ ãëàâó ìû íà÷àëè ñ óïîìèíàíèÿ ñâÿçè ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêîâ è
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Îäíàêî ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè âñòðå÷àþòñÿ è â êîí-
ôèãóðàöèÿõ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïðÿìûìè!

ab

c

d

x

y

Ðèñ. 10.1: Òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

x

y
=
a

b
·
( c
d

+ 1
)
. (10.1)

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìãíîâåííî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîïîðöè-
îíàëüíûìè îòðåçêàìè è íàõîæäåíèåì òðåõ òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé. Ðå÷ü èäåò
î òåîðåìå, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà â òðóäå äðåâíåãðå÷åñêîãî ó÷åíîãî
Ìåíåëàÿ Àëåêñàíäðèéñêîãî 1.

A

B C

C ′

B′

A′

Ðèñ. 10.2: Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè òåîðåìû òåñíî ñâÿçàíû ñ ãîìîòåòèåé! Ýòó ñâÿçü ìû îá-
ñóäèì â ðàçäåëå 11.6.

1Ðàáîòà Ìåíåëàÿ áûëà âûïîëíåíà îêîëî 100 ãîäà äî í.ý. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â íåé îáñóæäàåìàÿ òåîðåìà
äîêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ïëîñêîé, íî è äëÿ ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè! Ýòî áûëî âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé. Ñôå-
ðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ìåíåëàÿ áûëà îñíîâíûì ñðåäñòâîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàëèñü ðàçíîîáðàçíûå ïðèêëàäíûå
çàäà÷è ïîçäíåàíòè÷íîé è ñðåäíåâåêîâîé àñòðîíîìèè è ãåîäåçèè.
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Òåîðåìà (Ìåíåëàé). Òî÷êè A′, B′ è C ′, ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ
BC,CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC èëè íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ, ïðèíàäëåæàò îäíîé
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

AB′

B′C
· CA

′

A′B
· BC

′

C ′A
= 1. (10.2)

Çàäà÷à 10.2. Äîêàæèòå òåîðåìó Ìåíåëàÿ.

Ñ êàêèìè îáúåêòàìè â òðåóãîëüíèêå åñòåñòâåííî ñâÿçàíû îòíîøåíèÿ? Ñ áèññåê-
òðèñàìè, êîíå÷íî! Ïîêàæåì, êàê òåîðåìà Ìåíåëàÿ ïîçâîëÿåò ìãíîâåííî ïîëó÷èòü
íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ áèññåêòðèñàìè.

Çàäà÷à 10.3. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ LB, LC
è îñíîâàíèå áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà L′A ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 10.3).

A

B C

LB

LC

L′A

Ðèñ. 10.3: Îñíîâàíèÿ òðåõ áèññåêòðèñ

Èíîãäà ýòîò ôàêò íàçûâàþò óòâåðæäåíèåì î ÷åòâåðòîé áèññåêòðèñå, ïîñêîëüêó
åñëè ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèê LALBLC , îáðàçîâàííûé îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ
âíóòðåííèõ óãëîâ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, è ïðîäëèòü åãî ñòîðîíû äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèÿìè ñòîðîí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, òî ïîëó÷åííàÿ òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò îñíîâàíèåì áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ABC
� òîé ñàìîé ÷åòâåðòîé áèññåêòðèñû (ñì. ðèñ. 10.4).

A

B CLA

LB

LC

L′A

Ðèñ. 10.4: ×åòâåðòàÿ áèññåêòðèñà

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ òðåõ áèññåêòðèñ âíåøíèõ
óãëîâ.

Çàäà÷à 10.4. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ òðåõ âíåøíèõ óãëîâ L′A, L
′
B, L

′
C

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 10.5).
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A

B CL′A

L′B

L′C

Ðèñ. 10.5: Îñíîâàíèÿ òðåõ áèññåêòðèñ âíåøíèõ óãëîâ

Ãëóáîêîå îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìû ïîëó÷èì â ðàçäåëå 11.6.2 c èñïîëüçî-
âàíèåì ãîìîòåòèè.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ìåíåëàÿ ïðèâîäèò ê ðÿäó çàìå÷àòåëüíûõ íà-
áëþäåíèé, ïîýòîìó ìû âûäåëèì åãî â îòäåëüíûé ðàçäåë.

10.2 Òåîðåìà ×åâû

Ðå÷ü ïîéäåò î òåðåìå, êîòîðîå íîñèò ñâîå íàçâàíèå â ÷åñòü èòàëüÿíñêîãî èíæåíåðà
Äæîâàííè ×åâû 2.

Â ýòîé òåîðåìå ðå÷ü ïîéäåò î òðåõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå.
À èìåííî, ðàññìîòðèì òî÷êè A′, B′, C ′, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ BC,AC è AB òðå-
óãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà (×åâà). Ïðÿìûå AA′, BB′ è CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 3

AB′

B′C
· CA

′

A′B
· BC

′

C ′A
= 1. (10.3)

Çàäà÷à 10.5. Äîêàæèòå òåîðåìó ×åâû.

Òàêèå îòðåçêè AA′, BB′, CC ′, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå, íàçûâàþòñÿ ÷å-
âèàíàìè.

2Äîêàçàòåëüñòâî ×åâû áûëî îïóáëèêîâàíî â 1678 ãîäó, òî åñòü êàê ìèíèìóì ÷åðåç ïðèìåðíî 11000 ëåò ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ òåîðåìû Ìåíåëàÿ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ñòðàííûì, ÷òî òåîðåìà ×åâû íå áûëà èçâåñòíà ðàíåå. Â
íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ óêàçûâàþò, ÷òî ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà çà 600 ëåò äî ×åâû àðàáñêèì ïðàâèòåëåì è
ó÷åíûì Þñóôîì àë-Ìóòàìèäîì.

3Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê ïîõîæè òåîðåìû ×åâû è Ìåíåëàÿ! Êàæåòñÿ, ÷òî ðå÷ü â íèõ èäåò î ðàçíûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ: òðè òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, è òðè ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå. Íà ñàìîì äåëå
ýòè êîíñòðóêöèè òåñíî ñâÿçàíû. Ïðè÷èíà ýòîé ñâÿçè âñêðûâàåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.
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A

B CA′

B′
C ′

Ðèñ. 10.6: Òåîðåìà ×åâû

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ðàáîòàåò òåîðåìà ×åâû, ïðèâåäÿ íåñêîëüêî êëþ÷å-
âûõ çàäà÷. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â êîíôèãóðàöèè ñ ïðîèçâîëüíûìè ÷åâèàíàìè
ìîæíî îòûñêàòü ìåäèàíó.

Çàäà÷à 10.6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ÷åâèàíà AP . Íà íåé îòìå÷åíà ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà D, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâåäåíû ÷åâèàíû BK è CL. Ïðÿìûå PK è
PL ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå BC è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó
A, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AX = AY (ñì. ðèñ. 10.7).

Âî-âòîðûõ, òåîðåìà ×åâû òàêæå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó âûñîòàìè
è áèññåêòðèñàìè.

Çàäà÷à 10.7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AHA. Íà íåé îòìå÷åíà
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà D, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâåäåíû ÷åâèàíû BK è CL. Äîêàæèòå,
÷òî AHA � áèññåêòðèñà óãëà ∠KHAL (ñì. ðèñ. 10.8).

A

B CP

D

KL

XY

Ðèñ. 10.7: ×åâèàíà îêàçûâàåòñÿ
ìåäèàíîé

A

B C

D

K

L

HA

Ðèñ. 10.8: Âûñîòà îêàçûâàåòñÿ
áèññåêòðèñîé
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10.3 Åùå çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè â òðåóãîëüíèêå

Èòàê, áèññåêòðèñû, ìåäèàíû è âûñîòû... Êàêèå åùå çàìå÷àòåëüíûå ÷åâèàíû ñâÿçà-
íû ñ ïðîèçâîëüíûì òðåóãîëüíèêîì? Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ó íàñ óæå åñòü ïðåòåíäåíòû
íà ýòó ðîëü. Âåäü íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, êðîìå îñíîâàíèé âûñîòû, áèññåêòðè-
ñû è ìåäèàíû, ëåæàò åùå íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè. Ðå÷ü èäåò î òî÷êàõ
êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

A

B CA1

B1

C1

I

G

Ðèñ. 10.9: Òî÷êà Æåðãîííà

A

B C

N

A2

B2

C2

Ðèñ. 10.10: Òî÷êà Íàãåëÿ
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Íà÷íåì ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 10.8. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
(ñì. ðèñ. 10.9).

Ýòî òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Æåðãîííà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G.
Äëÿ òî÷åê êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé âûïîëíåíî àíàëî-

ãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 10.9. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
(ñì. ðèñ. 10.10).

Ýòî òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Íàãåëÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N .
Ñ òî÷êàìè Æåðãîííà è Íàãåëÿ òàêæå ñâÿçàíà êðàñèâàÿ ãåîìåòðèÿ. Íî äëÿ åå

èçó÷åíèÿ íåîáõîäèìà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ìîùíàÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñ ãîìîòåòèåé, à òàêæå ñ âïèñàííûìè óãëàìè è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé.

10.4 È ñíîâà î áèññåêòðèñàõ

Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ãëàâàõ 9 è 10 áûëè ïðîïîðöèîíàëüíûå
îòðåçêè. À ñ íèìè, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, íåðàçðûâíî ñâÿçàíû áèññåêòðèñû òðå-
óãîëüíèêà. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ íå áóäåì çàáûâàòü, ÷òî ó íàñ îñòàëîñü íåñêîëüêî
äî ñèõ ïîð íå ðåøåííûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ èìåííî ñ áèññåêòðèñàìè. Â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ðå÷ü èäåò î çàäà÷àõ 2.11 è 2.15. Ìîæíî ëè íàäåÿòüñÿ, ÷òî ðàçâèòàÿ íàìè
òåõíèêà ïîçâîëèò ðåøèòü ýòè çàäà÷è?

Äàâàéòå ïîïðîáóåì! Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíîãî ê òåîðåìå îá îðòîòðå-
óãîëüíèêå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñêîëüêó AK,BL è CM � áèññåêòðèñû çà-
êðàøåííîãî òðåóãîëüíèêà, îíè ÿâëÿþòñÿ ÷åâèàíàìè òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 10.10. Ðåøèòå çàäà÷ó 2.11.

A

B CK

L

M

Ðèñ. 10.11: Îáðàòíàÿ òåîðåìà âåðíà?
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Òåïåðü äàâàéòå ïîïðîáóåì âñêðûòü è çàäà÷ó 2.15. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà çàäà÷à
âîçíèêëà ó íàñ â ãëàâå 2 ïðè èññëåäîâàíèè òðåóãîëüíèêà LALBLC , îáðàçîâàííîãî
îñíîâàíèÿìè áèññåêòðèñ. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè îäèí èç óãëîâ èñõîäíîãî òðåóãîëü-
íèêà ðàâåí 120◦, òî òðåóãîëüíèê LALBLC áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì (ñì. çàäà÷ó 2.14).
Íàïîìíèì, ÷òî êëþ÷îì ê ýòîé çàäà÷å áûëî ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: òî÷êà LB
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé IB äëÿ òðåóãîëüíèêà ABLA, à òî÷êà LC � òî÷êîé IC äëÿ òðå-
óãîëüíèêà ACLA! Ïîýòîìó LALB è LALC òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè, ïðè÷åì
áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ðèñóíêå 10.12 íà ñà-
ìîì äåëå íå òðè áèññåêòðèñû, à öåëûõ ñåìü!

60◦ 60◦

A

B C
LA

LB = IB

LC = IC

Ðèñ. 10.12: Ñåìü áèññåêòðèñ

Òåïåðü íàì äàíî, ÷òî ∠LBLALC = 90◦. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∠BAC = 120◦.
Èíûìè ñëîâàìè íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî AC � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà òðå-
óãîëüíèêà ABLA. Ïðîäëèì îòðåçîê LALB äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðî-
íû BA è ïîëó÷èì òî÷êó L′C .

Çàäà÷à 10.11. Äîêàæèòå, ÷òî CL′C � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà
ABC.

A

B CLA

LB

LC

L′C

Ðèñ. 10.13: Óãîë 120◦: áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà

Çàäà÷à 10.12.
à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè LC , LA, C, L

′
C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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á) ×òî ýòî çà îêðóæíîñòü?
â) Äîêàæèòå, ÷òî LALB � áèññåêòðèñà óãëà ∠ALAC.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî AC � áèññåêòðèñà óãëà ∠LAAL′C
è, òåì ñàìûì, ÷òî ∠BAC = 120◦.

A

B CLA

LB

LC

L′C

Ðèñ. 10.14: Óãîë 120◦

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü çàìå÷àòåëüíóþ êàðòèíêó ñ
äåâÿòüþ áèññåêòðèñàìè.

Ðèñ. 10.15: Óãîë 120◦: äåâÿòü áèññåêòðèñ

152



P. S.

Â ãåîìåòðèè íåò öàðñêîãî ïóòè.

Åâêëèä

Ìûñëü íèêîãäà íå äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ íè äîãìå, íè

íàïðàâëåíèþ, íè ïðåäâçÿòîé èäåå.

Àíðè Ïóàíêàðå
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Ïîäñêàçêè

1.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ¾òîãäà¿ ïðîäëèòå ìåäèàíó íà ñâîþ äëèíó.

1.7. Èñïîëüçóéòå ñóììó óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC.

1.9. Ñêîëüêèìè òî÷êàìè îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îêðóæíîñòü? Ñêîëüêî îáùèõ òî÷åê ó îêðóæíîñòåé ñ ýòèìè äèà-

ìåòðàìè?

1.11. Íà ðèñóíêå 1.15 ìû ïðîäëåâàåì ñðåäíþþ ëèíèþ íà ñâîþ äëèíó.

2.3. ×åì ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC äëÿ òðåóãîëüíèêà IAIBIC?

2.6. ∠BIC = 90◦ + α/2, ∠BIAC = 90◦ − α/2, ∠BWAC = 180◦ − α, ∠BWAC = α.

2.7. Âàì ïîìîæåò ðèñóíîê 2.7.

2.10. Ýòà çàäà÷à èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 2.6, à ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî ñóììà îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå 2.14 óãëîâ ðàâíà 180◦, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñóììå âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëü-

íèêà!

2.12. Èùèòå áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ.

2.14. Íà ðèñóíêå 2.21 áîëüøå áèññåêòðèñ, ÷åì ìîæíî âíà÷àëå ïîäóìàòü. Êàê ñâÿçàíû áèññåêòðèñû è ïðÿìîé

óãîë?

4.9. Âåðíèòåñü ê çàäà÷å 1.14.

5.1. WAMA = (rb + rc)/2.

5.2. WAMA = (ra − r)/2.
6.1. AC1 = p− a, ãäå p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

6.2. AM = p, BA2 = p− c.
7.5. ∠I1CI2 = 45◦, ∠CI1I2 = 45◦ + β, ∠CI2I1 = 45◦ + α.

7.7. Íà÷íèòå ñ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî CM = CN .

8.9. KL = (a− b)/2.
8.11. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ìàëåíüêèé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì A1X.

8.14. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû ab/2(a+ b).

9.12. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 9.2 äîêàæèòå, ÷òî AB � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà AMK, è ðàññìîòðèòå

îñåâóþ ñèììåòðèþ SAB îòíîñèòåëüíî AB.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 9.3 âîñïîëüçóéòåñü óòâåðæäåíèåì çàäà÷è 9.5.

10.10. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî AK,BL è CM � ÷åâèàíû òðåóãîëüíèêà ABC. ×òî íàì èçâåñòíî î ïðîèçâîëüíûõ

÷åâèàíàõ òðåóãîëüíèêà (êðîìå òîãî, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå)?
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Ãëàâà 11

Äîáàâëåíèå: âîêðóã ãîìîòåòèè

Ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé â êóðñå øêîëüíîé ãåîìåòðèè.
Ýòî îáóñëîâëåíî ñðàçó íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè, âûãîäíî âûäåëÿþùèìè ýòî ïðå-
îáðàçîâàíèå èç øèðîêîé ìàññû äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âî-ïåðâûõ,
ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâíå-
ñòè â êóðñ ãåîìåòðèè ñîâåðøåííî íîâóþ òåõíèêó, íîâûé ÿçûê. Ýòîò ÿçûê íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì è ïîçâîëÿåò âûñòðîèòü ìîñòèê ìåæäó ãåîìåòðè÷å-
ñêîé èíòóèöèåé, ñâÿçàííîé ñ íàãëÿäíûìè îáðàçàìè, è ñåðüåçíûìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè ïîíÿòèÿìè, çà÷àñòóþ àáñòðàêòíûìè (íàïðèìåð, ñ ïîíÿòèåì äèôôåîìîð-
ôèçìà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ) 1. Âî-âòîðûõ, ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé
åñòåñòâåííîãî íàãëÿäíîãî îáðàçà, ñâÿçàííîãî ñ ðàçäóòèåì èëè ñæàòèåì, ïîýòîìó
îíà, êàê ïðàâèëî, ëåã÷å âîñïðèíèìàåòñÿ è ëó÷øå óçíàåòñÿ. Íàêîíåö, â-òðåòüèõ,
èìåííî ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðå-
îáðàçîâàíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò áûñòðî ðåøàòü çàäà÷è ñîâåðøåííî íåâåðîÿòíîé
ñëîæíîñòè.

Òåì íå ìåíåå, çà÷àñòóþ â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè ãîìîòåòèè íå óäåëÿåòñÿ
äîëæíîãî âíèìàíèÿ. Âî ìíîãîì ýòî îáóñëîâëåíî åñòåñòâåííîé ïðè÷èíîé: ãîìî-
òåòèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ñîâåðøåííî íîâîãî
ÿçûêà, ðàçãîâàðèâàòü íà êîòîðîì øêîëüíèêè íå óìåþò (ïðîñòî íè ðàçó äî ýòîãî íå
âîçíèêàëà òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü). Îäíàêî èìåííî ñ ýòèì ÿçûêîì ñòîëêíóòñÿ ìíî-
ãèå ó÷àùèåñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë, ïëàíèðóþùèå ïðîäîëæàòü ñâîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì íàó÷èòü
øêîëüíèêîâ ïîíèìàòü ýòîò ôóíêöèîíàëüíûé ÿçûê è ðàçãîâàðèâàòü íà íåì. Íà
íàø âçãëÿä, ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íûì ñïîñîáîì, ïîçâîëÿþùèì ýòî ñäåëàòü,
ïîñêîëüêó ïîìèìî ñîáñòâåííî ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ÿçûêà ìû ïàðàëëåëüíî
ïðîâåäåì ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå âî ìíîãîì
áóäóò ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû, ïðîäåëàííîé íàìè íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè.

Ìû ïðåäëàãàåì çíàêîìñòâî ñ ãîìîòåòèåé â êîíöå 8 êëàññà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî
äàåò áîëüøåå âðåìÿ íà ïðèâûêàíèå è îñâîåíèÿ íîâîãî ÿçûêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èìåííî ãîìîòåòèÿ ïîçâîëèò íàì äàòü îòâåòû íà ìíîãèå âîïðîñû, òåñíî ñâÿçàííûå
ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè êîíñòðóêöèÿìè. Äëÿ îñâîåíèÿ
ìàòåðèàëà äàííîãî äîáàâëåíèÿ ìû íå ïðåäïîëàãàåì íèêàêèõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ
çà ðàìêè ïðîãðàììû ãåîìåòðèè 8 êëàññà. Ââèäó ñëîæíîñòè èçëîæåííîãî íèæå
ìàòåðèàëà ìû ïðîâîäèì äîêàçàòåëüñòâî âñåõ êëþ÷åâûõ ôàêòîâ è â êîíöå ïðåä-
ñòàâëÿåì ðåøåíèå âñåõ êëþ÷åâûõ çàäà÷.

1Áîëåå òîãî, ðàçâèòèþ èìåííî ýòîãî ÿçûêà áûëà ïîñâÿùåíà Ýðëàíãåíñêàÿ ïðîãðàììà Ôåëèêñà Êëåéíà (1872
ãîä), â êîòîðîé ôàêòè÷åñêè äàåòñÿ îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî åñòü ãåîìåòðèÿ êàê íàóêà.

155



156



157



158



11.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ãîìîòåòèè

Ïåðåä òåì êàê ðàññìàòðèâàòü îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ãîìîòåòèè, íàïîìíèì îïðå-
äåëåíèå è ñâîéñòâà ïîäîáèé.

Íàïîìèíàíèå: ïîäîáèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîäîáèåì íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èçìåíÿþòñÿ â îäíî è òî æå ÷èñëî ðàç. Ýòî ÷èñëî íàçû-
âàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ.

Ðèñ. 11.1: Ïîäîáíûå ôèãóðû

Åñëè ó íàñ åñòü äâà ïîäîáèÿ F1 è F2 ñ êîýôôèöèåíòàìè k1 è k2, òî èõ êîìïîçè-
öèÿ (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå) F2 ◦ F1 òàêæå áóäåò ïîäîáèåì ñ êîýôôè-
öèåíòîì k1k2 (íàïîìíèì, ÷òî çíà÷îê ◦ îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå,
è ïåðâûì ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ñòîÿùåå ñïðàâà). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî
ïîäîáèÿ F íàéäåòñÿ òàêîå ïîäîáèå F−1, ÷òî F ◦ F−1 = F−1 ◦ F = id � òîæäå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïðîñòî ïîäîáèå F−1 âîçâðàùàåò âñå òî÷êè, ñäâèíóòûå
ïîäîáèåì F , íà ñâîè ìåñòà: åñëè F (X) = Y , òî F−1(Y ) = X). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäîáèé îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïîäîáèé.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äâèæåíèé Isom(2) îáðàçóåò ïîäãðóïïó â ãðóïïå ïî-
äîáèé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íàñêîëüêî ýòà ïîäãðóïïà âåëèêà? Êàêèå
åñòü ïîäîáèÿ, îòëè÷íûå îò äâèæåíèé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå åñòü
òîëüêî îäíî ïîäîáèå, îòëè÷íîå îò äâèæåíèÿ. Ýòî ãîìîòåòèÿ.
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Ãîìîòåòèÿ

Íàïîìíèì ñîáñòâåííî îïðåäåëåíèå ãîìîòåòèè.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì k 6= 0 íà-
çûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè Hk

O, êîòîðîå ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
X â òàêóþ òî÷êó X ′, ÷òî OX ′ = |k| ·OX è

• òî÷êà X ′ ëåæèò íà ëó÷å [OX) ïðè k > 0,

• òî÷êà X ′ ëåæèò íà ëó÷å, äîïîëíèòåëüíîì ê [OX), ïðè k < 0 (ñì. ðèñ. 11.2).

O

X

X ′

X ′′

Ðèñ. 11.2: Îïðåäåëåíèå ãîìîòåòèè

Çàìå÷àíèå. Ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì 1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, à ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì −1 � öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé: H1

O = id,
H−1
O = ZO.

Ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì è îñíîâíûì ïðèìåðîì ïîäîáèÿ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èçìåíÿþòñÿ â îäíî è òî æå
÷èñëî ðàç. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå. Êàçàëîñü áû,
÷òî òóò äîêàçûâàòü? Âåäü ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè OX ′/OX = |k|! Îäíàêî ìû
äîëæíû äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè
X è Y èçìåíÿåòñÿ â îäíî è òî æå ÷èñëî ðàç: X ′Y ′/XY = |k|, ãäå X ′ = Hk

O(X) è
Y ′ = Hk

O(Y ).
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O
X

Y

X ′

Y ′

Ðèñ. 11.3: Ãîìîòåòèÿ åñòü ïîäîáèå

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðàìè (ñì. ðèñ. 11.3).
À èìåííî, ðàññìîòðèì âåêòîð XY . Òîãäà XY = OY − OX. Ïîñêîëüêó OX ′ =
k · OX è OY ′ = k · OY (îáðàòèòå âíèìàíèå, çäåñü ìîäóëü ó êîýôôèöèåíòà íå
ñòàâèòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè îòðèöàòåëüíîì k âåêòîðû OX è OY äîëæíû ïîìåíÿòü
íàïðàâëåíèå), òî

X ′Y ′ = OY ′ −OX ′ = k ·OY − k ·OX = k ·XY ,

îòêóäà |X ′Y ′| = |k| · |XY |, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãîìîòåòèè. Ïîñêîëüêó ãîìîòå-
òèÿ åñòü ïîäîáèå, òî ãîìîòåòèÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïîäîáèé, à èìåííî:

• ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ, ëó÷ â ëó÷, îòðåçîê â îòðåçîê;

• óãîë ïåðåõîäèò â ðàâíûé åìó óãîë;

• îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåõîäèò â öåíòð
îêðóæíîñòè, êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðåéäåò â êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíî-
ñòè.

Îäíàêî ãîìîòåòèÿ îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, õàðàêòåðíûõ èìåííî äëÿ íåå. Ýòè
ñâîéñòâà íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì è ðåøåíèè çà-
äà÷.

Òåîðåìà 1 (Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãîìîòåòèè).

1. Ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ èëè ñîâïàäàþ-
ùóþ ñ íåé.

2. Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì íà îêðóæíîñòè ïåðåâîäèò ýòó îêðóæíîñòü â îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùóþñÿ èñõîäíîé.
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O
A

A′

Ðèñ. 11.4: Ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþHO è ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êó A. Ïóñòü ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò òî÷êó A â òî÷êó A′. Òîãäà îòìå÷åííûé óãîë ñ
âåðøèíîé A ïåðåéäåò â îòìå÷åííûé óãîë ñ âåðøèíîé A′ (ñì. ðèñ. 11.4). Ò.ê. ãîìî-
òåòèÿ ñîõðàíÿåò óãëû, òî îòìå÷åííûå óãëû ðàâíû. Çíà÷èò, ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû,
ò.ê. íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ðàâíû.

2. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ω1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 è ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â
òî÷êå O ∈ ω. Òîãäà HO(ω1) = ω2 � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O2. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ãîìîòåòèè òî÷êè O1, O2 è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè
ω1 è ω2 êàñàþòñÿ, òàê êàê èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ (ñì.
ðèñ. 11.5).

O
O1

O2

Ðèñ. 11.5: Îêðóæíîñòü â êàñàþùóþñÿ îêðóæíîñòü
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Ñëåäñòâèå. Ãîìîòåòèÿ çàäàåòñÿ öåíòðîì è îáðàçîì îäíîé òî÷êè.

O
X

Y

X ′

Y ′

Ðèñ. 11.6: Äîñòàòî÷íî îáðàçà îäíîé î÷êè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçóìååòñÿ, îáðàç îäíîé òî÷êè ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âû÷èñ-
ëèòü êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè è òåì ñàìûì çàäàåò åå. Îäíàêî ÷àñòî áûâàåò ïî-
ëåçíî îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêè ïîñòðîåíèå îáðàçà Y ′ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Y , åñëè
èçâåñòåí îáðàç X ′ äàííîé òî÷êè X.

Ïîñòðîèòü òî÷êó Y ′ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 11.6). Åñëè òî÷êà
Y íå ëåæèò íà ïðÿìîé (OX), òî âîçüìåì ïðÿìóþ (XY ) è ïðîâåäåì ÷åðåç X ′

ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ (XY ). Òî÷êà Y ′ ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ (OY ) è áóäåò
îáðàçîì òî÷êè Y ïðè ãîìîòåòèè HO, ïåðåâîäÿùåé X â X ′. Â ñàìîì äåëå, îáðàç
òî÷êè Y äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿìîé (OY ) ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îáðàç òî÷êè Y äîëæåí ëåæàòü íà îáðàçå ïðÿìîé (XY ). Ïîñòðîèòü îáðàç
ýòîé ïðÿìîé ìîæíî, óêàçàâ îáðàç ëèøü îäíîé åå òî÷êè, â äàííîì ñëó÷àå òî÷êè X
(òî÷êà òàùèò çà ñîáîé âñþ ïðÿìóþ!). Çíà÷èò, òî÷êà Y ′ ëåæèò è íà ïðÿìîé (OY ),
è íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç X ′ ïàðàëëåëüíî (XY ).

Åñëè æå òî÷êà Y ëåæèò íà ïðÿìîé (OX), òî ìîæíî ñíà÷àëà ¾âûéòè¿ ñ ýòîé
ïðÿìîé, ïîñòðîèâ îáðàç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Z 6∈ (OX), à çàòåì ïîñòðîèòü îáðàç
òî÷êè Y , ïîëüçóÿñü óæå òî÷êàìè Z è Z ′.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ýòî, êàçàëîñü áû, ïðîñòîå ñëåäñòâèå èãðàåò îãðîìíóþ
ðîëü ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ãîìîòåòèè. À èìåííî, çà÷àñòóþ ïðî ïðè-
ìåíåíèè ãîìîòåòèè íåò íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü ñðàçó çà âñåé ôèãóðîé, ïîñêîëüêó
ýòî î÷åíü ñëîæíî. ×àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü ëèøü çà îáðàçîì îäíîé-
åäèíñòâåííîé òî÷êè. Ãðàìîòíî âûáðàâ ýòó òî÷êó, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíóþ èí-
ôîðìàöèþ è î ãîìîòåòèè, è îá îáðàçå ôèãóðû; ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà òàùèò çà
ñîáîé âñþ ôèãóðó. Íàïðèìåð, òî÷êà íà ïðÿìîé òàùèò çà ñîáîé âñþ ïðÿìóþ (ïî-
ñêîëüêó ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ), èëè òî÷êà íà
îêðóæíîñòè òàùèò çà ñîáîé âñþ îêðóæíîñòü (ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2 îêðóæíîñòü
ïåðåéäåò â êàñàþùóþñÿ).
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Òåïåðü ïîÿñíèì, ïî÷åìó èìåííî ãîìîòåòèÿ èãðàåò ñòîëü çíà÷èìóþ ðîëü â çà-
äà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîäîáèÿìè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ëþáîå ïîäîáèå åñòü êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèè è äâèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäîáèå F ñ êîýôôèöèåíòîì k. Òîãäà êîìïîçèöèÿ
F ◦ H1/k ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì ñ êîýôôèöèåíòîì k · (1/k) = 1, ò.å. äâèæåíèåì G.
Òàêèì îáðàçîì, F = G ◦ (H1/k)−1 = G ◦Hk, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñôîðìóëèðóåì âàæíûé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé
ìû ñî âðåìåíåì ïîëó÷èì: ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò êîìïîçèöèÿ äâóõ ãîìîòåòèé?
ßñíî, ÷òî ýòî ïîäîáèå, íî êàêîå? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìû óçíàåì â ðàçäåëå 11.6.
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11.2 Ãîìîòåòèÿ â òðàïåöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ ïðèìåíåíèé ãîìîòåòèè â
ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèÿõ. Èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè âèäíî (òåîðåìà 1), ÷òî îíà
íàèáîëåå òåñíî ñâÿçàíà ëèáî ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ëèáî ñ îêðóæíîñòÿìè.
Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ñâÿçü ãîìîòåòèè ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè è òèïè÷íûå
çàäà÷è, â êîòîðûõ îíà áûâàåò ïîëåçíà.

Îñíîâíîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå, � ýòî òðàïåöèÿ (ïàðàëëåëîãðàìì ìîæåò áûòü èçó÷åí ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè).

11.2.1 Ïîäîáíûå òðàïåöèè è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäîáèåì, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: íàéòè äëèíó
îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî îñíîâàíèÿì a è b òðàïåöèè è äåëÿùåãî åå íà äâå ïîäîá-
íûå òðàïåöèè. Åñòü áîëüøîé ñîáëàçí ñêàçàòü, ÷òî ëþáîé îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé
îñíîâàíèþ, äåëèò òðàïåöèþ íà äâå ïîäîáíûå: óãëû-òî ó ïîëó÷èâøèõñÿ òðàïåöèé
ðàâíû! Îäíàêî ýòî íåâåðíî. Âåäü ïîäîáíûå ôèãóðû � ýòî ôèãóðû, êîòîðûå ìîæ-
íî ñîâìåñòèòü ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ. Ðàçóìååòñÿ, íà ïðàêòèêå ãîðàçäî óäîá-
íåå ïîëüçîâàòüñÿ êàêèìè-òî ïðèçíàêàìè ïîäîáèÿ, îäíàêî óäîáíûå ïðèçíàêè ïîäî-
áèÿ åñòü òîëüêî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ! Ïîýòîìó ïîèñê ïîäîáíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
(èëè ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòîðîí) äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñ ïîèñêà
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäèí èç íèõ â äðóãîé.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì îòðåçîê PQ, äåëÿùèé òðàïåöèþ ABCD íà äâå ïîäîá-
íûå, è ïîäóìàåì, êàêîå ïîäîáèå ìîæåò èõ ñîâìåñòèòü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòèì
ïîäîáèåì ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå E ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí
òðàïåöèè.

B

C

D

A

E

Q

P

Ðèñ. 11.7: Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå â òðàïåöèè

Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà B
ïåðåøëà â òî÷êó P (íàïîìíèì, ÷òî ãîìîòåòèÿ çàäàåòñÿ ñâîèì öåíòðîì è îáðàçîì
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îäíîé òî÷êè). Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà C ïåðåéäåò â òî÷êó Q (ïîñêîëüêó òî÷êà B
ïîòàùèò çà ñîáîé âåñü îòðåçîê BC: îáðàç òî÷êè C äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿìîé (ED)
ñ îäíîé ñòîðîíû è íà ïðÿìîé (PQ) ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.å. ïðÿìàÿ (BC) ïåðåéäåò
â ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ (PQ)). Òîãäà òî÷êà P ïåðåéäåò â A, à òî÷êà Q � â D
(ïîñêîëüêó òðàïåöèè PBCQ è APQD ïîäîáíû).

Îñòàëîñü çàïèñàòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü îñíîâàíèé ýòèõ ïîäîáíûõ òðàïåöèé:

a

x
=
x

b
⇔ x =

√
ab.

Âåëè÷èíà
√
ab íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì äëèí a è b è ÷àñòî âñòðå÷à-

åòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ (íàïðèìåð, âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó îòðåçêîâ îñíîâàíèÿ, èëè äëèíà îáùåé êàñàòåëüíîé ê
äâóì êàñàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ðàâíà óäâîåííîìó ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó èõ
ðàäèóñîâ).

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî äëèíà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè ðàâíà (a + b)/2 è íà-
çûâàåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äëèí a è b.

11.2.2 Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå

Òåïåðü ðàññìîòðèì åùå îäíó ñðåäíþþ âåëè÷èíó, ñâÿçàííóþ ñ òðàïåöèåé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü â òðàïåöèè ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
F . Ïðîâåäåì îòðåçîê KL ÷åðåç òî÷êó F , ïàðàëëåëüíûé îñíîâàíèÿì òðàïåöèè.
Òîãäà KF = FL è KL = 2ab/(a+ b).

F

B

C

D

A

K

L

Ðèñ. 11.8: Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå â òðàïåöèè

Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà 2ab/(a+ b) íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì äëèí a è b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ãîìîòåòèÿ HF ñ öåíòðîì â òî÷êå F , ïåðåâîäÿùàÿ
òî÷êó B â òî÷êó D, ïåðåâîäèò òî÷êó C â òî÷êó A (ñì. ðèñ. 11.8). Â ñàìîì äåëå,
ïðÿìàÿ (BC) ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ (BC) (ïî ñâîéñòâó ãîìîòåòèè
ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ) è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó D, ò.å. â
(AD). Ïîýòîìó òî÷êà C = (BC) ∩ (AC) ïåðåéäåò â òî÷êó

HF (C) = HF (BC) ∩HF (AC) = (AD) ∩ (AC) = A.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî BF/BD = CF/AC = a/(a+ b) = k.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ãîìîòåòèé G = H
1/k
C ◦ Hk

B. Ãîìîòåòèÿ H
k
B ïåðåâåäåò

îòðåçîê KF â îòðåçîê AD, à ãîìîòåòèÿ H
1/k
C ïåðåâåäåò îòðåçîê AD â îòðåçîê FL.

Íî êîìïîçèöèÿ ýòèõ ãîìîòåòèé åñòü ïîäîáèå ñ êîýôôèöèåíòîì k · (1/k) = 1, ò.å.
äâèæåíèå. Ïîýòîìó G(KF ) = FL. Íàêîíåö, KL = 2k · AD = 2ab/(a + b), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11.2.3 Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî òðàïåöèè

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ñâÿçàëè ñ òðàïåöèåé äâå ãîìîòåòèè: ó îäíîé èç
íèõ öåíòð â òî÷êå E ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí, ó äðóãîé � â òî÷êå F ïåðåñå-
÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ðàññìîòðåíèå îáåèõ ýòèõ ãîìîòåòèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
çàìå÷àòåëüíîìó ôàêòó.

Çàäà÷à 11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì.
ðèñ. 11.9).

B

C

D

A

E FM N

Ðèñ. 11.9: Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî òðàïåöèè
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11.3 Ãîìîòåòèÿ è ïðÿìàÿ Ýéëåðà

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ìû ïîêàæåì, êàê ãîìîòåòèÿ ðàáîòàåò â óæå èç-
âåñòíûõ íàì òåîðåìàõ è ôàêòàõ îá îêðóæíîñòè è ïðÿìîé Ýéëåðà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ãîìîòåòèè íå òîëüêî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
çóëüòàòû ãîðàçäî áûñòðåå, íî è ïîìîãàåò âçãëÿíóòü íà íèõ ñ ñîâåðøåííî íîâîé
ñòîðîíû.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì òåîðåìó î ïðÿìîé Ýéëåðà. Êàê íè ñòðàííî, ìîæíî íà÷àòü
ñ íåå, à íå ñ îêðóæíîñòè Ýéëåðà, êàê ýòî áûëî â íàøåì ïðîøëîì èçëîæåíèè.

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ïîäãîòîâèòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Òðåóãîëüíèê MAMBMC ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà ABC ãîìîòåòè÷åí òðåóãîëüíèêó ABC ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí M è êîýôôèöèåíòîì −2: H−2

M (4MAMBMC) = 4ABC.

A

B CMA

MBMC

M

Ðèñ. 11.10: H−2M (4MAMBMC) = 4ABC

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ ìû íå óòî÷íÿëè, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìå-
äèàí êàêîãî òðåóãîëüíèêà íàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ,MAMBMC èëè ABC. Íà ñàìîì
äåëå ýòî íåâàæíî, ïîñêîëüêó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâ-
ïàäàþò. Ýòî ñëåäóåò èç ðèñ. 11.10 è çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà òðàïåöèè BMCMBC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìåäèàíû AMA, BMB è CMC òðåóãîëüíèêà ABC,
ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå M . Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí òðåóãîëüíè-
êà, AM : MAM = BM : MBM = CM : MCM = 2 : 1. Ïîýòîìó ãîìîòåòèÿ H−2

M ñ
öåíòðîì â òî÷êå M è êîýôôèöèåíòîì −2 ïåðåâîäèò òî÷êè MA, MB, MC â òî÷êè
A, B, C ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ñâîéñòâó ãîìîòåòèè ¾îòðåçîê â îòðåçîê¿ ýòà æå ãî-
ìîòåòèÿ ïåðåâåäåò îòðåçîê MAMB â AB, MBMC � BC è MCMA � â CA. Òàêèì
îáðàçîì, H−2

M (4MAMBMC) = 4ABC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåâîä îäíîãî òðåóãîëüíèêà
â äðóãîé. Ìû íå äîêàçûâàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà MAMBMC
ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ òî÷êó òðåóãîëüíèêà ABC. Íàîáîðîò, ìû âûáðàëè êëþ÷å-
âûå òî÷êè (âåðøèíû), êîòîðûå ïîòÿíóëè çà ñîáîé âåñü òðåóãîëüíèê. Ýòî òèïè÷-
íîå ñîîáðàæåíèå ïðè ïðèìåíåíèè ãîìîòåòèè: ìû ñìîòðèì íå ñðàçó íà îáðàç âñåé
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ôèãóðû, à òîëüêî íà êîíêðåòíûå òî÷êè, êîòîðûå çàäàþò ýòó ôèãóðó (âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà, öåíòð îêðóæíîñòè è ò.ä.). Òî÷êè ïîòàùàò çà ñîáîé âñþ ôèãóðó.

Ýòî íåñëîæíîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû î ïðÿìîé Ýéëåðà. Ïî ñóòè, âñå äîêàçàòåëüñòâî ñîñðåäîòî÷åíî èìåííî â íåì.
Çàäà÷à 11.2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè H,M è O ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì òî÷êà M äåëèò îòðåçîê HO â îòíîøåíèè 2 : 1,
ñ÷èòàÿ îò òî÷êè H.

A

B C

AM

BMCM

H

M
O

Ðèñ. 11.11: Ïðÿìàÿ Ýéëåðà: H,M,O

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ, íå èñïîëüçóþùèõ
òðåóãîëüíèê AMBMCM . Èíîãäà ýòî áûâàåò ïîëåçíî.
Çàäà÷à 11.3. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABH è MAMBO ãîìîòåòè÷íû ñ öåí-
òðîì â òî÷êå M è êîýôôèöèåíòîì −2: H−2

M (4MAMBO) = 4ABH.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò:
AH = 2 · OMA. Â ñàìîì äåëå, ýòè îòðåçêè ãîìîòåòè÷íû ñ êîýôôèöèåíòîì −2, à
çíà÷èò äëèíà îäíîãî â 2 ðàçà áîëüøå äëèíû äðóãîãî.

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé íàìè òåîðåìå îòñóòñòâóåò òî÷êà E � öåíòð îêðóæ-
íîñòè Ýéëåðà. Òåîðåìó îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà ìû äîêàæåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,
îäíàêî çàãíàòü òî÷êóE íà ïðÿìóþHMO ìîæíî óæå ñåé÷àñ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
òî÷êó E êàê öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñåðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà MAMBMC .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Çàäà÷à 11.4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè E, M è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì
MO : ME = 2 : 1.
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A

B C

H

M
O

MA

MB

Ðèñ. 11.12: H−2M (4MAMBO) = 4ABH

C MA B

A

MB
MC

O
M

E

Ðèñ. 11.13: Ïðÿìàÿ Ýéëåðà: E,M,O
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Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ìû íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåì òåîðåìó î ïðÿìîé
Ýéëåðà: òî÷êè H, M , E, O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì HM : MO = MO :
ME = 2 : 1 (ñì. ðèñ. 11.14).

A

B C

AM

BMCM

MA

MBMC

H E

M

O

Ðèñ. 11.14: Ïðÿìàÿ Ýéëåðà: H,E,M,O

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îêðóæíîñòü Ýéëåðà è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíè-
êà ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå M è êîýôôèöèåíòîì −2. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà â 2 ðàçà áîëüøå ðàäèóñà
åãî îêðóæíîñòè Ýéëåðà.

11.4 Ãîìîòåòèÿ è îêðóæíîñòü Ýéëåðà

Èòàê, ãîìîòåòèÿ ïîìîãëà íàì ïîëó÷èòü êîðîòêîå è èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ñ ïîìîùüþ ïî-
õîæèõ ñîîáðàæåíèé äîêàçàòü è òåîðåìó îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà? Êîíå÷íî, îêðóæ-
íîñòü Ýéëåðà ó íàñ óæå ïîÿâëÿëàñü, íî â óñå÷åííîì âàðèàíòå: ìû ðàññìàòðèâàëè
åå ëèøü êàê îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã ñåðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè ýòîãî óæå îêàçàëîñü
äîñòàòî÷íî. Íî ìîæíî ëè òåïåðü çàãíàòü íà ýòó îêðóæíîñòü åùå øåñòü çàìå-
÷àòåëüíûõ òî÷åê (òðè îñíîâàíèÿ âûñîò è òðè ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ
âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì)? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî!

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 3. Òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îðòîöåíòðó òðåóãîëüíèêà îòíîñèòåëü-
íî ñòîðîíû è ñåðåäèíû ñòîðîíû, ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 11.15).
Áîëåå òîãî, òî÷êà, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó, äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíà âåðøèíå òðåóãîëüíèêà

Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, ðàíåå ìû óæå äîêàçûâàëè ýòî óòâåðæäåíèå. Îäíàêî ñåé-
÷àñ ìû äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà òåõíèêå ðàáîòû ñî âïèñàí-
íûìè ÷åòûðåõóãîëüíèêàìè.

A

B C

H O

MA

Ha A′

Ðèñ. 11.15: Òî÷êè HS è A′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ha = SBC(H) è A′ = ZMA
(H) � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå

îðòîöåíòðóH òðåóãîëüíèêàABC îòíîñèòåëüíî ñòîðîíûBC è åå ñåðåäèíûMA ñî-
îòâåòñòâåííî. Äîêàæåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABCA′ è ABCHa ÿâëÿþòñÿ âïè-
ñàííûìè. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ñóììà èõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦.

Ïóñòü ∠BAC = α. Òîãäà óãîë ∠BHC = 180◦ − α (ïîñêîëüêó â ÷åòûðåõóãîëü-
íèêå AHBHHC äâà óãëà ïðÿìûå). Òàê êàê ∠BHaC = SBC(∠BHC) è ∠BA′C =
ZMA

(∠BHC) è äâèæåíèå ïåðåâîäèò óãîë â ðàâíûé åìó óãîë, ÷òî ∠BHaC =
∠BA′C = ∠BHC = 180◦ − α. Îòñþäà íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BAC +
∠BHaC = ∠BAC + ∠BA′C = 180◦, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî òî÷êà A′ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A. Äëÿ
ýòîãî çàìåòèì, ÷òî A′C ‖ BH (ïîñêîëüêó öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïåðåâîäèò ïðÿ-
ìóþ â ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ). Òàê êàê óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BH è AC ïðÿìîé
(ïîñêîëüêó BH � âûñîòà), òî è óãîë ìåæäó A′C è AC ïðÿìîé. Ïîñêîëüêó ïðÿ-
ìîé óãîë, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, ñìîòðèò íà äèàìåòð, òî îòðåçîê AA′ ÿâëÿåòñÿ
äèàìåòðîì, à çíà÷èò, åãî ñåðåäèíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O.

Êàêèì îáðàçîì ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò íàì ïîìî÷ü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà? Îêàçûâàåòñÿ, ìû óæå âñå äîêàçàëè! Îñòàëîñü ïðîñòî
ïîñìîòðåòü íà êàðòèíêó sub alia specie2. . .

2Ïîä äðóãèì óãëîì çðåíèÿ
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Òåîðåìà 3. Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñåðåäèíû ñòîðîí, îñíîâàíèÿ âûñîò
è ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì, ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

A

B C

EA

EB EC

MA

MB

MC

HA

HB

HC

A′

B′C ′

Ha

Hb

Hc

H O

E

Ðèñ. 11.16: Îêðóæíîñòü Ýéëåðà

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Êàê
ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3, íà ýòîé îêðóæíîñòè ëåæàò äåâÿòü òî÷åê: A′, B′, C ′; Ha,
Hb,Hc; A, B, C. Ïîäâåðãíåì òåïåðü ýòó êîíñòðóêöèþ ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå
H è êîýôôèöèåíòîì 1/2 (ñì. ðèñ. 11.16). Òîãäà òî÷êè, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíûå âåðøèíàì, ïåðåéäóò â ñåðåäèíû ñòîðîí, òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îðòîöåí-
òðó, ïåðåéäóò â îñíîâàíèÿ âûñîò, à âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïåðåéäóò â ñåðåäèíû
îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì. Ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò
îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, òî âñå ýòè íîâûå òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà îáðàçå îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïðè òàêîé ãîìîòåòèè. Ýòà îêðóæíîñòü è áóäåò îêðóæíîñòüþ
Ýéëåðà.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîé òåîðåìû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè Ýéëåðà âäâîå
ìåíüøå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à òàêæå ÷òî òî÷êè H, E, O ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì E � ñåðåäèíà HO (ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò öåíòð

îêðóæíîñòè â öåíòð îêðóæíîñòè, òî H
1/2
H (O) = E).

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåì 11.4 è 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿ-

ùèå îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü Ýéëåðà: ýòî H
−1/2
M è H

1/2
H .

173



Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó-
÷èòü åùå îäíó èíòåðïðåòàöèþ ïðÿìîé Ýéëåðà. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå íà
ðèñ. 11.17 è ÷åòûðåõóãîëüíèê AA′MAEA.

A

B C

A′

MA

H
E

M
O

EA

Ðèñ. 11.17: Ïðÿìàÿ Ýéëåðà è çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî òðàïåöèè

Îí ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé (ïîñêîëüêó H
1/2
H (AA′) = EAMA ‖ AA′). Òî÷êè O è E

ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îñíîâàíèé AA′ è EAMA (ïîñêîëüêó ýòè îñíîâàíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ äèàìåòðàìè îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè Ýéëåðà ñîîòâåòñòâåííî),
òî÷êà H ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí (ïîñêîëüêó

H
1/2
H (A) = EA è H

1/2
H (A′) = MA ïî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3), à òî÷êàM ÿâëÿåò-

ñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé (ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì âM ïåðåâîäèò
îêðóæíîñòü Ýéëåðà â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü, îíà ïåðåâåäåò òî÷êó MA â òî÷êó
A, à äèàìåòð MAEA � â ïàðàëëåëüíûé åìó äèàìåòð AA′). Çíà÷èò, òî÷êè H, E,
M , O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé � ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî òðàïåöèè AA′MAEA!

Îá îäíîé êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé

Âûøå ìû çàäàëè åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷åì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé? Â
îáùåì âèäå ìû äàäèì îòâåò íà íåãî â ðàçäåëå 11.6. Îäíàêî ñåé÷àñ äîêàçàííûå íà-
ìè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó, äàþùóþ
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: H2
H ◦H

−1/2
M = ZO.

Ìû äàäèì ñðàçó äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Ïåðâîå áóäåò áîëåå êîðîò-
êèì è ôóíêöèîíàëüíûì, âòîðîå � áîëåå äëèííûì è ãåîìåòðè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî I. Ïóñòü H2
H ◦ H

−1/2
M = F . Çàìåòèì, ÷òî F � äâèæåíèå. Â ñà-

ìîì äåëå, ìû çíàåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîäîáèé åñòü ïîäîáèå, ïðè÷åì êîýôôèöè-
åíò êîìïîçèöèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ñîìíîæèòåëåé. Ïîñêîëüêó
|1/2| · | − 2| = 1, òî F ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì ñ êîýôôèöèåíòîì 1, ò.å. äâèæåíèåì.

A

B C
MA

MB

MC

A′

B′C ′

H E M O

Ðèñ. 11.18: H2
H ◦H

−1/2
M = ZO

Äàëåå çàìåòèì (ñì. ðèñ. 11.18), ÷òî F (A) = A′ = ZO(A), F (B) = B′ = ZO(B),
F (C) = C ′ = ZO(C). Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèÿ F è ZO ñîâïàäàþò íà òðåõ òî÷êàõ,
íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé (ò.ê. ýòî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà). Ñîãëàñíî ëåììå î
òðåõ ãâîçäÿõ, ýòè äâèæåíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû, ò.å. F = ZO, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî II. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X. Ïóñòü H
−1/2
M (X) = X ′

è H2
H(X ′) = X ′′ (ñì. ðèñ. 11.19). Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà O �ñåðåäèíà

îòðåçêà XX ′′. Ðàññìîòðèì îòðåçîê XX ′. Ïîñêîëüêó HX ′ = X ′X ′′, òî XX ′ �
ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà HXX ′′. Ïîñêîëüêó MX : MX ′ = 2 : 1, òî òî÷êà M �
ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà HXX ′′. Òîãäà ðàññìîòðèì ìåäèàíó
HO′ òðåóãîëüíèêà HXX ′′, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè H. Òîãäà HM : MO′ = 2 :
1 = HM : MO (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà). Íî
òîãäà òî÷êè O è O′ ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó â ñèëó àêñèîìû 3 íà ëó÷å [MO) ìîæíî
îòëîæèòü ëèøü îäèí îòðåçîê, ðàâíûé HM/2. Çíà÷èò, òî÷êà O � ñåðåäèíà XX ′′

è ZO(X) = X ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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A

B C

X

H

X ′

X ′′

M
O

Ðèñ. 11.19: H2
H ◦H

−1/2
M = ZO

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: H
−1/2
M ◦H2

H = ZE.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì çäåñü ëèøü àíàëîã ïåðâîãî äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 4. À èìåííî, çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ H
−1/2
M ◦ H2

H = G òàêæå ÿâëÿåòñÿ
äâèæåíèåì, è ÷òî G(MA) = EA = ZE(MA), G(MB) = EB = ZE(MB), G(MC) =
EC = ZE(MC). Ïðèìåíÿÿ ëåììó î òðåõ ãâîçäÿõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî, êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé íåêîììóòàòèâíà:

H2
H ◦H

−1/2
M 6= H

−1/2
M ◦H2

H .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èìåííî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ïîñëóæèò íàì îñ-
íîâîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîçèöèè ïðîèçâîëüíûõ ãîìîòåòèé.
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11.5 Ãîìîòåòèÿ è ïàðà îêðóæíîñòåé

Ìû îòìå÷àëè, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùèå îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü â îêðóæíîñòü Ýéëåðà. Âïîëíå åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü îáùèé âîïðîñ: ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèé, ïåðåâîäÿùèõ îäíó îêðóæíîñòü â äðóãóþ? Êàê óñòðîå-
íû öåíòðû ýòèõ ãîìîòåòèé? Êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ýòè öåíòðû? Ñ êàêèìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè îíè ñâÿçàíû?

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äàäèì îòâåòû íà ýòè âîïðîñû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè
âîïðîñû î÷åíü ãëóáîêè è ñîäåðæàòåëüíû: îíè îáíàðóæèâàþò ñâÿçü ñ ñàìûìè ðàç-
íûìè ðàçäåëàìè ãåîìåòðèè.

11.5.1 Îáùèå êàñàòåëüíûå

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà îêðóæíîñòè ω1 è ω2 íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ñîäåðæàòñÿ
îäíà âíóòðè äðóãîé. Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê óñòðîåíû ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùèå
îäíó èç íèõ â äðóãóþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû âñåãäà áóäåì ïåðåâîäèòü ìåíüøóþ
â áîëüøóþ, ò.å. ðàçäóâàòü îêðóæíîñòè.

Êîãäà ìû ïðîñòî ïðîèçíîñèì ñëîâî ¾ðàçäóòèå¿, òî íà óì ïðèõîäèò ñëåäóþùàÿ
åñòåñòâåííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Äàâàéòå ïðîâåäåì ê îêðóæíîñòÿì îá-
ùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A. Òàêæå ïðîâåäåì îáùèå
âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå B (ñì. ðèñ. 11.20).

A BO1 O2

`2

`1

ω1

ω2

Ðèñ. 11.20: Îáùèå êàñàòåëüíûå

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè íàøè îêðóæíîñòè ðàâíû, òî îáùèå âíåøíèå êàñà-
òåëüíûå ïàðàëëåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè A íå ñóùåñòâóåò, à îêðóæíîñòè ñîâ-
ìåùàþòñÿ íå ãîìîòåòèåé, à ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ïîýòîìó ìû â äàëüíåéøåì
íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêîé ñëó÷àé ðàâíûõ îêðóæíîñòåé, õîòÿ èíîãäà, äîïóñ-
êàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ãîâîðÿò, ÷òî ðàâíûå îêðóæíîñòè ñîâìåùàþòñÿ ãîìîòåòèåé ñ
öåíòðîì â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.
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Òàêæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî íàøè îêðóæíîñòè íåêîíöåíòðè÷åñêèå, ïîñêîëüêó
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî åäèíñòâåííûì öåíòðîì ãîìîòåòèè ÿâëÿåòñÿ èõ
îáùèé öåíòð (êîòîðûé äîëæåí îñòàòüñÿ íà ìåñòå).

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ HA ñ öåíòðîì â òî÷êå A è ïîëîæèòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì, ïåðåâîäÿùàÿ ω1 â ω2: HA(ω1) = ω2. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâó-
åò ãîìîòåòèÿ HB ñ öåíòðîì â òî÷êå B è îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì,
ïåðåâîäÿùàÿ ω1 â ω2: HB(ω1) = ω2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëþ÷åâûì ñîîáðàæåíèåì â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû (à òàê-
æå äðóãèõ òåîðåì, ñâÿçàííûõ ñ ãîìîòåòèåé) ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå íå îáðàçà öå-
ëîé îêðóæíîñòè ω1, à ëèøü îäíîé åå òî÷êè, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî ýòó îêðóæíîñòü
çàäàåò. Ýòó òî÷êó ìîæíî âûáèðàòü ïî-ðàçíîìó, îäíàêî íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïî-
ïûòàòüñÿ ñîâìåñòèòü ãîìîòåòèåé öåíòðû O1 è O2 íàøèõ îêðóæíîñòåé, à çàòåì
äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ïîòàùèò çà ñîáîé âñþ îêðóæíîñòü.

Èòàê, ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ HA òàêóþ, ÷òî HA(O1) = O2. Òàêàÿ ãîìîòåòèÿ
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçîì îä-
íîé òî÷êè. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà HA(ω1) = ω2. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ
ïåðåâîäèò êàñàíèå â êàñàíèå (åäèíñòâåííîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ), òî
îêðóæíîñòü ω1, âïèñàííàÿ â óãîë `1`2, ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
O2, êîòîðàÿ òàêæå âïèñàíà â óãîë `1`2. Íî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå O2, êîòîðàÿ âïèñàíà â óãîë `1`2 � ýòî îêðóæíîñòü ω2 (â ñàìîì
äåëå, ÷òîáû çàäàòü òàêóþ îêðóæíîñòü, äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå ðàäèóñ; íî ðàäèóñ
ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò O2 äî ñòîðîí óãëà è òåì ñàìûì îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ òî÷êîé
O2). Ïîýòîìó HA(ω1) = ω2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññóæäåíèÿ äëÿ òî÷êè B àáñîëþòíî àíàëîãè÷íû.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ãîìîòåòèè ïåðåâîäÿò ðàäèóñ â ðàäèóñ, òî k1 = r2/r1 è
k2 = −r2/r1, ãäå k1 è k2 � êîýôôèöèåíòû ãîìîòåòèé HA è HB ñîîòâåòñòâåííî.

11.5.2 Ïàðàëëåëüíûå äèàìåòðû è ëåììà Åâêëèäà

Åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íàìè â òåîðåìå 5, îáëàäàåò äâóìÿ ñó-
ùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè. Âî-ïåðâûõ, íåïîíÿòíî, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ãîìî-
òåòèè (ñ äðóãèìè öåíòðàìè), êîòîðûå ïåðåâîäÿò îêðóæíîñòè äðóã â äðóãà. Âî-
âòîðûõ, îêðóæíîñòè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òî îáùèõ êàñàòåëüíûõ íå ñóùå-
ñòâóåò (âîçìîæíî, òîëüêî âíóòðåííèõ, à âîçìîæíî, åùå è âíåøíèõ); íàïðèìåð,
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü è îêðóæíîñòü Ýéëåðà íå èìåþò îáùèõ êàñàòåëüíûõ, îä-
íàêî ìû çíàåì äâå ãîìîòåòèè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò èõ äðóã â äðóãà. Ìîæíî ëè
óêàçàòü êàêóþ-òî áîëåå îáùóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà-
õîäèòü òàêèå ãîìîòåòèè äëÿ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ îêðóæíîñòåé, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äîêàçûâàòü åäèíñòâåííîñòü òàêèõ ãîìîòåòèé?

Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ åñòü! Îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé íàøåãî
ðàññóæäåíèÿ èç ðàçäåëà 11.4 ïðî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî òðàïåöèè!

Ðàññìîòðèì ëèíèþ öåíòðîâ O1O2 è ïðîâåäåì â îêðóæíîñòÿõ äâà äèàìåòðà d1
è d2, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ëèíèè öåíòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòå-
òèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îêðóæíîñòü ω1 â îêðóæíîñòü ω2. Òîãäà ýòà ãîìîòåòèÿ ïåðåâåäåò
äèàìåòð d1 â äèàìåòð d2. Â ñàìîì äåëå, öåíòð O1 ïåðåõîäèò â öåíòð O2, ïîýòîìó
äèàìåòð d1 ïåðåéäåò â äèàìåòð, ïàðàëëåëüíûé d1, ò.å. â d2 (ïîñêîëüêó ïî àêñèîìå
9 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äèàìåòð â îêðóæíîñòè ω2, ïàðàëëåëüíûé d1). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, åñëè êàêàÿ-òî ãîìîòåòèÿ ïåðåâåäåò d1 â d2, òî îíà æå ïåðåâåäåò ω1 â
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ω2, ïîñêîëüêó ñåðåäèíà d1 ïåðåéäåò â ñåðåäèíó d2 (ò.å. öåíòð O1 ïåðåéäåò â öåíòð
O2) è ðàäèóñ r1 ïåðåéäåò â ðàäèóñ r2 (ò.ê. îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ðàâíî îòíîøåíèþ
äëèí äèàìåòðîâ).

O1 O2A B

Ðèñ. 11.21: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû

O1 O2A B

Ðèñ. 11.22: Ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû

179



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåâîäèòü îêðóæíîñòü ω1 â îêðóæíîñòü
ω2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïåðåâåñòè äèàìåòð d1 â äèàìåòð d2! Äèàìåòð
ïîòàùèò çà ñîáîé âñþ îêðóæíîñòü!

Òåïåðü ïîéìåì, êàê ìîæíî ñîâìåñòèòü ãîìîòåòèåé äâà ïàðàëëåëüíûõ äèàìåò-
ðà. Ïîñêîëüêó êîíöû äèàìåòðà d1 äîëæíû ïåðåéòè â êîíöû äèàìåòðà d2, òî ëèáî
ýòè êîíöû íàäî ñîåäèíèòü ¾ñîîòâåòñòâåííî¿ (âåðõíèé ñ âåðõíèì, íèæíèé ñ íèæ-
íèì), ëèáî ¾êðåñò-íàêðåñò¿ (âåðõíèé ñ íèæíèì, íèæíèé ñ âåðõíèì). Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷èì ðîâíî äâå òî÷êè A è B, êîòîðûå è áóäóò öåíòðàìè èñêîìûõ ãîìî-
òåòèé. Ïðè ýòîì ãîìîòåòèÿ HA èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò k1 = r2/r1, à
ãîìîòåòèÿ HB � îòðèöàòåëüíûé: k2 = −r2/r1.

Òåì ñàìûì íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåðàâíûõ íåêîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ω1 è
ω2 ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå ãîìîòåòèè HA è HB, ïåðåâîäÿùèå ω1 â ω2. Ïðè ýòîì
òî÷êè A è B ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êîíöû
äèàìåòðîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëèíèè öåíòðîâ (ñì. ðèñ. 11.21 è 11.22).

Çàìå÷àíèå. Èç çàìå÷àòåëüíîãî ñâîéñòâà ãîëóáîé òðàïåöèè ñëåäóåò, ÷òî öåíòðû A
è B ãîìîòåòèé ëåæàò íà ëèíèè öåíòðîâ O1 è O2.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 6 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2
ìîæíî ïðîâåñòè îáùèå êàñàòåëüíûå, òî îíè ïðîéäóò ëèáî ÷åðåç òî÷êó A (åñëè
îíè âíåøíèå), ëèáî ÷åðåç òî÷êó B (åñëè îíè âíóòðåííèå): ýòî ïðîñòî äâà ðàçíûõ
ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ öåíòðîâ ãîìîòåòèè, êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ñîãëàñíî
òåîðåìå 6. Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî îáùèå êàñàòåëüíûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç êîíöû
äèàìåòðîâ (ñì. ðèñ. 11.21 è 11.22), ïîýòîìó ýòè äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíî ðàçíûå.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè öåíòðîâ A è B ãîìîòåòèè ìû íàëîæèëè
îäíî óñëîâèå íà äèàìåòðû d1 è d2: ìû âûáðàëè èõ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ëèíèè
öåíòðîâ O1O2. Ñäåëàëè ìû ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü äèàìåòðû îäíîçíà÷íî.
îäíàêî òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïàðó ïðîèçâîëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ äèàìåò-
ðîâ. È åñëè ïðîâåñòè äëÿ íèõ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7 (ëåììà Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ äèàìåòðàõ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íûå ïàðàëëåëüíûå äèàìåòðû â äâóõ íåðàâíûõ íåêîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ.
Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå êîí-
öû ýòèõ äèàìåòðîâ, íå çàâèñÿò îò âûáîðà äèàìåòðîâ (ñì. ðèñ. 11.23 è 11.24).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öåíòðû A è B ãîìîòåòèé HA è HB íàøèõ îêðóæ-
íîñòåé (îíè ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ïî òåîðåìå 6) è ïðîèçâîëüíûé äèàìåòð D1
îêðóæíîñòè ω1. Òîãäà ãîìîòåòèè HA è HB ïåðåâåäóò D1 â äèàìåòð îêðóæíîñòè ω2
(ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò äèàìåòð â äèàìåòð), êîòîðûé ïàðàëëåëåí D1. Íî òàêîé äèà-
ìåòð åäèíñòâåííûé ïî àêñèîìå 9 (÷åðåç òî÷êó O2 ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ D1). Çíà÷èò, ýòî äèàìåòð D2 è HA(D1) = HB(D1) = D2.
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû äèàìåòðîâ, ïå-
ðåñåêàþòñÿ ëèáî â òî÷êå A (åñëè ïðîõîäÿò ÷åðåç ¾âåðõíèå¿ è ¾íèæíèå¿ êîíöû),
ëèáî â òî÷êå B (åñëè ïðîõîäÿò ¾êðåñò-íàêðåñò¿).
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A B

Ðèñ. 11.23: Ïàðàëëåëüíûå äèàìåòðû

A B

Ðèñ. 11.24: Ïàðàëëåëüíûå äèàìåòðû

11.5.3 Ñâÿçü ñ áèññåêòðèñàìè è îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ

Ñîâåðøåííî íåâåðîÿòíûì îáðàçîì óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ñâÿçü öåíòðîâ ãîìîòåòèé
äâóõ îêðóæíîñòåé ñ áèññåêòðèñàìè è îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ! À èìåííî, ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 11.5. Ïóñòü îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Ðàññìîòðèì
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öåíòðû ãîìîòåòèé A è B ýòèõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè PA è PB
ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíåãî è âíóòðåííåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà O1O2P (ñì.
ðèñ. 11.25).

A BO1 O2

P

Ðèñ. 11.25: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

O1 O2A B

Ðèñ. 11.26: Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Ñëåäñòâèå. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå AB êàê íà äèàìåòðå, ÿâëÿ-
åòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ òðåóãîëüíèêà O1O2P .

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè îáîáùèòü ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé?

Çàäà÷à 11.6. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå AB êàê íà
äèàìåòðå, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(O1, O2) (ñì. ðèñ. 11.26).
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11.6 Êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé

11.6.1 Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäîáèé îáðàçóåò ãðóïïó: êîìïîçèöèÿ ïîäîáèé åñòü ïîäîáèå (ñ
êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ äâóõ èñõîäíûõ ïîäîáèé).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, êàê óñòðîåíû âñå ïîäîáèÿ: ëþáîå ïîäîáèå åñòü êîì-
ïîçèöèÿ ãîìîòåòèè è äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ãîìîòåòèÿ � ýòî
åäèíñòâåííîå ïîäîáèå ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ.

Ðàç òàê, òî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê óñòðîåíà êîìïîçèöèÿ ãîìîòå-
òèé? ßñíî, ÷òî ýòî ïîäîáèå (ðàç ãîìîòåòèÿ � ýòî ïîäîáèå), íî êàêîå? Îêàçûâà-
åòñÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Êîìïîçèöèÿ Hk2
O2
◦Hk1

O1
åñòü ãîìîòåòèÿ Hk3

O3
, ãäå k3 = k1k2, à òî÷êà

O3 ëåæèò íà ïðÿìîé O1O2.

Çàìå÷àíèå. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4, óòâåðæäàþùàÿ,

÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå H2
H ◦ H

−1/2
M = ZO. Â ñàìîì äåëå, êîìïîçèöèÿ

H2
H ◦H

−1/2
M åñòü öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ (ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì 2·(−1/2) =

−1) ñ öåíòðîì íà ïðÿìîé Ýéëåðà HM . Íî òî÷êà O ñîõðàíÿåòñÿ ïðè òàêîé êîì-

ïîçèöèè, ò.ê. H
−1/2
M (O) = E è H2

H(E) = O, ïîýòîìó öåíòðîì ýòîé ñèììåòðèè
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

O1

O2

O3

O′3

X

X ′

X ′′

`

`′

HO1

HO2

Ðèñ. 11.27: Êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé

1. Ñòðîèì òî÷êó O3. Â ýòîé ÷àñòè ìû ïîñòðîèì íà ïðÿìîé O1O2 òî÷êó O3,
íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè Hk2

O2
◦Hk1

O1
(ò.å. Hk2

O2
◦Hk1

O1
(O3) = O3). Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X, íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé O1O2, è åå
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îáðàçû X ′ = Hk1
O1

(X) è X ′′ = Hk2
O2

(X ′). Ïåðåñå÷åì ïðÿìûå (O1O2) è ` = (XX ′′) è
îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç O3.

Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà O3 íåïîäâèæíà ïðè êîìïîçèöèè H
k2
O2
◦Hk1

O1
. Â ñàìîì äåëå,

ðàññìîòðèì òî÷êó O′3 = Hk1
O1

(O3). Òîãäà ãîìîòåòèÿ Hk1
O1

ïåðåâîäèò ïðÿìóþ ` â

ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ `′, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè O′3 è X ′. Ãîìîòåòèÿ Hk2
O2

ïåðåâîäèò `′ îáðàòíî â ` (X ′ ïåðåõîäèò â X ′′ è òàùèò çà ñîáîé âñþ ïðÿìóþ).
Çíà÷èò, HO2

◦HO1
(`) = `. Êðîìå òîãî HO2

◦HO1
(O1O2) = (O1O2), ïîýòîìó òî÷êà

O3 = ` ∩ (O1O2) îñòàåòñÿ íà ìåñòå.
2. Êîððåêòíîñòü. Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà O3 íå çàâèñèò

îò âûáîðà òî÷êè X, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû åå ñòðîèëè (ýòî è åñòü êîððåêòíîñòü
ïîñòðîåíèÿ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîñòðîèì òî÷êó O3 óêàçàí-
íûì âûøå ñïîñîáîì è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Y , îòëè÷íóþ îò X. Íàøà
öåëü � äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè Y , O3 è Y

′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

O1

O2

O3

Y

Y ′

Y ′′

X

X ′

X ′′

Ðèñ. 11.28: Êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé

Äîêàæåì ýòî. Ðàññìîòðèì ïðÿìûå (Y O3), (Y
′O′3) è (Y ′′O3). ÏîñêîëüêóH

k1
O1

(O3) =

O′3 è H
k2
O2

(O′3) = O3, òî H
k1
O1

(Y O3) = (Y ′O′3) è H
k2
O2

(Y ′O′3) = (Y ′′O3). Íî ãîìîòåòèÿ
ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïàðàëëåëüíóþ, ïîýòîìó (Y O3) ‖ (Y ′O′3) ‖ (Y ′′O3). Ò.ê. ïðÿ-
ìûå (Y O3) è (Y ′′O3) èìåþò îáùóþ òî÷êó O3, òî îíè ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, òî÷êè Y ,
O3 è Y

′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êîìïîçèöèÿHk2

O2
◦Hk1

O1
ïåðåâîäèò ëþáóþ òî÷êó

X â òî÷êó X ′′, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé (XO3). Êðîìå òîãî, O3X ′′ = k2 ·O′3X ′ = k1k2 ·
O3X. Íî ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå O3 è êîýôôèöèåíòîì
k1k2.

Çàìå÷àíèå. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîòåòèé îáðàçóåò ïîä-
ãðóïïó â ãðóïïå ïîäîáèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà íåêîììóòàòèâíà: âîîáùå
ãîâîðÿ, H2 ◦H1 6= H1 ◦H2.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåìíîãèõ ïðèìåðîâ êëàññèôèêàöèîííûõ
òåîðåì â øêîëüíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ëèøü îäèí
ïðèìåð òàêîãî ïðèìåíåíèÿ.
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11.6.2 Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ). Ðàññìîòðèì òðè îêðóæíîñòè, íè îäíà
èç êîòîðûõ íå ëåæèò âíóòðè äðóãîé. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð âíåøíèõ êàñà-
òåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê ëþáûì äâóì îêðóæíîñòÿì, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
(ñì. ðèñ. 11.29).

A1

A2

A3

Ðèñ. 11.29: Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ: âíåøíèå êàñàòåëüíûå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷êè A1, A2, A3 (ñì. ðèñ. 11.29). Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 5, ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ãîìîòåòèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ïåðåâîäÿùèõ ýòè îêðóæíîñòè äðóã â äðóãà. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
HA2
◦HA1

. Ýòà êîìïîçèöèÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü ω2 â îêðóæíîñòü ω1 è ÿâëÿåòñÿ
ãîìîòåòèåé ñîãëàñíî òåîðåìå 8. Íî ïî òåîðåìå 6 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîìîòå-
òèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì, ïåðåâîäÿùàÿ ω2 â îêðóæíîñòü ω1. Çíà÷èò,
HA2
◦ HA1

= HA3
. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8, öåíòðû A1, A2, A3 âñåõ òðåõ ãîìîòåòèé

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü óñèëåíà. À èìåííî, ðàññìîòðèì òðè
íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è îòìåòèì èç öåíòðû ãîìîòåòèé: âíåøíèå A1, A2,
A3 è âíóòðåííèå B1, B2, B3.

Çàäà÷à 11.7. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ òðîéêà ýòèõ òî÷åê, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
÷åòíîå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ öåíòðîì ãîìîòåòèé, ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì.
ðèñ. 11.30).

Êðîìå òîãî, åñëè ïîñòðîèòü íà îòðåçêàõ [AiBi] îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ (ñì.
çàäà÷ó 11.5), òî òðè òàêèå îêðóæíîñòè ïðîéäóò ÷åðåç äâå òî÷êè (ñì. ðèñ. 11.31).
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A1

A2

A3

B1

B2

B3

Ðèñ. 11.30: Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ: âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå

A1

A2

A3

B1

B2
B3

Ðèñ. 11.31: Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ: îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ
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Íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü î ñâÿçè òåîðåìû î êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé è òåîðåìû î
ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ (ñì. çàäà÷ó 10.1).

Çàìåòèì, ÷òî Hk2
O2
◦Hk1

O1
= Hk3

O3
(ñì. ðèñ. 11.32). Ðàâåíñòâî x/y = a/b · (c/d+ 1)

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óòâåðæäåíèå î êîýôôèöèåíòå êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé
k2 · k1 = k3!

X ′ O1 X

X ′′

O2

O3

ab

c

d

x

y

Ðèñ. 11.32: Òåîðåìà î ïðîïðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ

Àíàëîãè÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò è òåîðåìà Ìåíåëàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
èìååì H−1

O3
◦HO2

◦Hk1
O1

= id (ñì. ðèñ. 11.33). Âîò ïî÷åìó âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
X ′′O3/O3X · X ′O2/O2X

′′ · XO1/O1X
′ = 1! Êîýôôèöèåíò êîìïîçèöèè ýòèõ òðåõ

ãîìîòåòèé åñòü åäèíèöà, ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ åñòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå!

O1

X ′

X X ′′ O3

O2

Ðèñ. 11.33: Òåîðåìà Ìåíåëàÿ
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11.7 Ãîìîòåòèÿ è êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìûå

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïîäðîáíåå ðàçîáðàòü ñèòóàöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì
ãîìîòåòèè â ñëó÷àå êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ. Òàêèå êîíôèãóðàöèè
âûäåëÿþòñÿ îñîáûìè ñâîéñòâàìè, ê êîòîðûì íåîáõîäèìî ïðèâûêíóòü.

11.7.1 Ïàðàëëåëüíûå ñåêóùèå è êàñàòåëüíûå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ãîìîòåòèè â êîíôèãóðàöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ êàñà-
þùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè è ïðÿìûìè, ïðèâåäåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåø-
íèì îáðàçîì è êàñàþùèåñÿ ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå
ïåðåñåêàåò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îêðóæíîñòåé (ñì. ðèñ. 11.34). Òîãäà
òðè òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

B

A1

A2

k1

k2

ω2

ω1

Ðèñ. 11.34: Òðè òî÷êè êàñàíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðîâåäåì, òèïè÷íî äëÿ ïîäîáíûõ êîí-
ôèãóðàöèé, ïîýòîìó ïîñòàðàéòåñü îñîçíàòü åãî è õîðîøî çàïîìíèòü.

Îáîçíà÷èì íàøè îêðóæíîñòè ÷åðåç ω1 è ω2, òî÷êó èõ êàñàíèÿ ÷åðåç B, òî÷êè
êàñàíèÿ ñ ïðÿìûìè k1 è k2 � ÷åðåç A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 11.34). Ðàñ-
ñìîòðèì ãîìîòåòèþ HB, ïåðåâîäÿùóþ ω1 è ω2 (êàê ìû çíàåì èç òåîðåìû 1, îíà
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà). Äîêàæåì, ÷òî HB(A1) = A2.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ` = HB(k1). Ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè ω2 (ò.ê. êàñàòåëüíàÿ ïåðåõîäèò â êàñàòåëüíóþ), ïàðàëëåëüíîé k1 è k2
è íå ïåðåñåêàåò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû ω1 è ω2. Îäíàêî òàêàÿ êàñàòåëüíàÿ
åäèíñòâåííà è ðàâíà k2. Ïîýòîìó HB(k1) = k2 è HB(A1) = A2 (òî÷êà êàñàíèÿ
ïåðåéäåò â òî÷êó êàñàíèÿ).

11.7.2 Ëåììà Àðõèìåäà

Ìû íà÷íåì ýòîò ðàçäåë ñ çàäà÷è, êîòîðàÿ î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â êîíôèãóðà-
öèÿõ âìåñòå ñ ãîìîòåòèåé.
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Óòâåðæäåíèå 5 (Î ïàðàëëåëüíûõ ñåêóùèõ). Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò
íà îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè.

Ðèñ. 11.35: Ïàðàëëåëüíûå ñåêóùèå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåã÷å âñåãî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ îñåâîé ñèì-
ìåòðèè. À èìåííî, ïðîâåäåì äèàìåòð îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé íàøèì ïðÿ-
ìûì. Òîãäà îñåâàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî äèàìåòðà ïåðåâîäèò îêðóæ-
íîñòü è ïðÿìûå â ñåáÿ. Çíà÷èò, äóãè, âûñåêàåìûå ïðÿìûìè, ïåðåéäåò äðóã â äðóãà,
÷òî è îçíà÷àåò èõ ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Èç ðàâåíñòâà äóã. â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ðàâåíñòâî õîðä, ñòÿãèâàþùèõ
ýòè äóãè, à òàêæå ðàâåíñòâî âïèñàííûõ óãëîâ, ñìîòðÿùèõ íà ýòè äóãè.

Îòäåëüíî îòìåòèì ðèñ. 11.35 ñïðàâà. Òàêàÿ âûðîæäåííàÿ ñèòóàöèÿ (êîíöû äóã
ñêëåèâàþòñÿ) ÷àñòî âîçíèêàåò íà ïðàêòèêå, îäíàêî åå òÿæåëî çàìåòèòü. Áóäüòå
âíèìàòåëüíû!

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êëþ÷åâîìó óòâåðæäåíèþ, ñâÿçàííîìó ñ êàñàþùèìèñÿ îêðóæ-
íîñòÿìè è ïðÿìûìè.

Òåîðåìà 10 (ëåììà Àðõèìåäà). Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè ω1 è ω2, êàñàþùèåñÿ
â òî÷êå A. Ïðîâåäåì ê îêðóæíîñòè ω1 êàñàòåëüíóþ ` â òî÷êå L, êîòîðàÿ ïåðå-
ñåêàåò îêðóæíîñòü ω2 â òî÷êàõ B è C. Òîãäà ïðÿìàÿ AL äåëèò ïîïîëàì äóãó
^ BC.

Çàìå÷àíèå. Áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé âíóòðåííåãî êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé
(ñì. ðèñ. 11.36 ñëåâà), îäíàêî è âíåøíåå êàñàíèå òîæå âîçìîæíî (ñì. ðèñ. 11.36
ñïðàâà).

Â ñëó÷àå âíóòðåííåãî êàñàíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ëåììó Àðõèìåäà
òàê: îòðåçîê AL ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà ABC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþHA, ïåðåâîäÿùóþ îêðóæíîñòü ω1 â îêðóæ-
íîñòü ω2. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ` ê îêðóæíîñòè ω1 ïåðåéäåò â êàñàòåëüíóþ k ê
îêðóæíîñòè ω2 (êàñàòåëüíàÿ ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ êàñàòåëüíóþ). Íî ïà-
ðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ
óòâåðæäåíèå 11.10 ê îêðóæíîñòè ω1 è ïðÿìûì k è `, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ëåììà Àðõèìåäà åñòü ïðîñòî îáîáùåíèå óòâåð-
æäåíèÿ 4.
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A

LB C

`

k

ω1
ω2

A
L

B

C`
k

ω1

ω2

Ðèñ. 11.36: Ëåììà Àðõèìåäà

A

LB C

ω1

ω2

A
L

B

C

ω1

ω2

W

WK

K

Ðèñ. 11.37: Òåîðåìà î òðåçóáöå

Ñëåäñòâèå (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î òðåçóáöå). ÏóñòüW � ñåðåäèíà äóãè^ BC.
Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ WK ê îêðóæíîñòè ω1. Òîãäà WB = WC = WK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∠BAW = ∠CAW = ∠CBW , ïîýòîìó òðåóãîëü-
íèêè BLW è ABW ïîäîáíû. Èç ýòîãî ïîäîáèÿ è òåîðåìû î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé
ïîëó÷àåì:

BW

WL
=
AW

BW
⇒ BW 2 = WL ·WA = WK2 ⇒ WB = WK.

Ðàâåíñòâî WB = WC ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ î ïàðàëëåëüíûõ ñåêóùèõ.
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11.7.3 Îäíà çàäà÷à ñ IMO

Â êà÷åñòâå ÿðêîãî (õîòÿ è äàëåêî íå åäèíñòâåííîãî) ïðèìåíåíèÿ ëåììû Àðõèìåäà
ìû ñåé÷àñ ðåøèì çàäà÷ó ñ Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû (IMO),
ïðåäëàãàâøåéñÿ â 1972 ã.

A

B C

P Q
I

Ðèñ. 11.38: Òðè îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 11.8. Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC è îïèøåì âîêðóã
íåãî îêðóæíîñòü Ω. Ïóñòü ω � ýòî îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ áîêîâûõ ñòîðîí AB
è AC ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ P è Q è åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà PQ � ýòî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå óñëîâèå ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
èçëèøíå: ñì. ðèñ. 11.39

Çàäà÷à 11.9. (*) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå çàäà÷è 11.8 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.

11.8 Òåîðåìà Äåçàðãà

Ìû äîñòàòî÷íî äåòàëüíî èçó÷èëè âçàèìîäåéñòâèå ãîìîòåòèè ñ îêðóæíîñòÿìè. Îä-
íàêî âçàèìîäåéñòâèå ãîìîòåòèè ñ ïðÿìûìè âñå æå îñòàâàëîñü íà âòîðûõ ðîëÿõ.
Âìåñòå ñ òåì íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ êîíñòðóêöèè ñ ïðÿìûìè, â êîòîðûõ òîëüêî
ãîìîòåòèÿ ìîæåò âñêðûòü ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðå÷ü ïîéäåò î
êîíñòðóêöèè, ñ êîòîðîé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü (ñì. ðèñ. 8.5 � 8.9): òðåóãîëüíèêè
ñ ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò î÷åíü ìîùíàÿ òåîðåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè, êîòîðàÿ â òîì ÷èñëå ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, äàëåêî îáîá-
ùàþùèå òåîðåìó î ïðÿìîé Ýéëåðà.
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Ðèñ. 11.39: Òðè îêðóæíîñòè

11.8.1 Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà 11 (Äåçàðã). Ðàññìîòðèì ïàðó òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B2C2 ñ ïî-
ïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè. Òîãäà ýòè òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷íû, ïðè-
÷åì ãîìîòåòèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îäèí òðåóãîëüíèê â äðóãîé, åäèíñòâåííà.

A1

B1

C1

A2

B2

C2

Ðèñ. 11.40: Òåîðåìà Äåçàðãà: ãîìîòåòèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Çàìå÷àíèå. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèêè ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëü-
íûì ïåðåíîñîì, òî îíè ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.
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Ðèñ. 11.41: Òåîðåìà Äåçàðãà: ãîìîòåòèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íóìåðàöèþ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû A1B1‖A2B2, B1C1‖B2C2 è A1C1‖A2C2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîìîòåòèÿ H,
òàêàÿ ÷òî H(A1) = A2 è H(B1) = B2 (åå öåíòð � ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ A1A2 è
B1B2). Òîãäà H(A1C1) = (A2C2) è H(B1C1) = (B2C2), ïîñêîëüêó òî÷êà òàùèò çà
ñîáîé âñþ ïðÿìóþ. Â òàêîì ñëó÷àå H(C1) = C2 (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ C1 ïåðåõîäèò
â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ C2).

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Äåçàðãà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 6 î ãî-
ìîòåòè÷íîñòè äâóõ îêðóæíîñòåé íà ñëó÷àé òðåóãîëüíèêîâ. Îäíàêî òåîðåìå Äåç-
àðãà ñóùåñòâåííî, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î òðåóãîëüíèêàõ; åå àíàëîã óæå äëÿ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ íåâåðåí. Íàïîìíèì, ÷òî ðàâåíñòâî óãëîâ ó ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
íå âëå÷åò èõ ïîäîáèÿ!

11.8.2 Ïòîëåìååâà îñü òðåóãîëüíèêà

Èìåííî òåîðåìà Äåçàðãà ïîçâîëèò íàì ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå êîíôèãóðà-
öèè ðèñóíêîâ 8.7-8.9 è îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûå òîãäà âîïðîñû.

Íàïîìíèì, ÷òî íà ýòîé êàðòèíêå òðåóãîëüíèê ABC � çàäàííûé, òî÷êè IA, IB,
IC � öåíòðû åãî âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, òî÷êè WA, WB, WC (ñîîòâåòñòâåí-
íî WA, WB, WC) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ (ñîîòâåòñòâåííî
âíåøíèõ) óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ñ åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ, à òî÷êè A1, B1,
C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñ åãî ñòîðîíàìè.

Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 11.10. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1, WAWBWC , W
AWBWC , IAIBIC

ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.
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Ðèñ. 11.42: ×åòûðå ãîìîòåòè÷íûõ òðåóãîëüíèêà

Òåîðåìà 12 (Ïòîëåìååâà îñü). Öåíòðû ãîìîòåòèé âñåõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ èç
óòâåðæäåíèÿ 11.10 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ýòó ïðÿìóþ ìû áóäåì íàçûâàòü Ïòîëåìååâîé îñüþ òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Óòâåðæäåíèå 6. Ðàññìîòðèì òðè òðåóãîëüíèêà ñ ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòî-
ðîíàìè. Òîãäà öåíòðû ãîìîòåòèé âñåâîçìîæíûõ ïàð ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê àíàëîãîì òåîðåìû î òðåõ
êîëïàêàõ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ!
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òðè òðåóãîëüíèêà 41, 42 è 43 ñ
ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè, ðàçîáüåì èõ íà òðè ïàðû è ïîñòðîèì òðè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýòèì ïàðàì ãîìîòåòèèH1,H2,H3 (îíè ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 11.10; çäåñü H1(42) = 43, H2(43) = 41 è H3(42) = 41).

Äîêàæåì, ÷òî öåíòðû ãîìîòåòèé H1, H2, H3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Â ñàìîì
äåëå, ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ H2 ◦H1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8 ýòà êîìïîçèöèÿ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé, ïðè÷åì öåíòð ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ öåíòðàìè ãîìîòåòèé
H1 è H2. Çàìåòèì, ÷òî (H2 ◦ H1)(42) = 41, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Äåçàðãà
H2 ◦ H1 = H3 (ãîìîòåòèÿ, ñîâìåùàþùàÿ òðåóãîëüíèêè 42 è 41, åäèíñòâåííà).
Çíà÷èò, öåíòðû ãîìîòåòèé H1, H2, H3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì öåíòðû ãîìîòåòèé, ñîâìåùàþùèõ ïàðû òðåóãîëüíèêîâ èç
óñëîâèÿ òåîðåìû î Ïòîëåìååâîé îñè.

• ÒðåóãîëüíèêèWAWBWC èW
AWBWC öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-

íî öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

• Òðåóãîëüíèêè WAWBWC è IAIBIC ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà I âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

• Òðåóãîëüíèêè IAIBIC è WAWBWC ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí MI òðåóãîëüíèêîâ IAIBIC è WAWBWC (íàïîìíèì, ÷òî ñî-
ãëàñíî çàìå÷àíèþ 11.3, ó íèõ îáùàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí).

• Òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è WAWBWC ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè W1.

• Òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è W
AWBWC ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè W 1.

• Òðåóãîëüíèêè A1B1C1 è IAIBIC ãîìîòåòè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè I1.

Áóäåì ïîñòåïåííî óñàæèâàòü ýòè òî÷êè íà îäíó ïðÿìóþ.

Çàäà÷à 11.11. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I, O, MI ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 11.12. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I, O, W1, W
1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 11.13. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I1, I, W1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè I, O, MI , W1, W
1, I1 ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.
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Îêàçûâàåòñÿ, íà ýòó ïðÿìóþ ìîæíî ïîìåñòèòü è ðÿä äðóãèõ çàìå÷àòåëüíûõ
òî÷åê. Ïðèâåäåì ëèøü îäèí ïðèìåð.

Çàäà÷à 11.14. Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðH1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ëåæèò íà Ïòî-
ëåìååâîé îñè.

A1

B1

C1

OI
H1

Ðèñ. 11.43: Îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1

Ïðîäåëàííàÿ íàìè ðàáîòà â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîìîãàåò íàéòè äðóãîå, áîëåå
êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î Ïòîëåìååâîé îñè. Äëÿ ýòîãî ñôîðìóëèðóåì
òåîðåìó 12 ïî-äðóãîìó.

Òåîðåìà 13. Ó òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1, WAWBWC, W
AWBWC è IAIBIC îáùàÿ

ïðÿìàÿ Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçóìååòñÿ, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè óæå ïî-
ëó÷åíî íàìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå (äîñòàòî÷íî íàéòè ñðåäè òåõ ñåìè òî÷åê íà
Ïòîëåìååâîé îñè òå, êîòîðûå çàâåäîìî ëåæàò íà ïðÿìîé Ýéëåðà òîãî èëè èíîãî
òðåóãîëüíèêà; íàïðèìåð, òî÷êè I è H1 ëåæàò íà ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà
A1B1C1, è ò.ä.). Îäíàêî ìû äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, áîëåå êîðîòêîå, èç êî-
òîðîãî, â ÷àñòíîñòè, áóäåò ñëåäîâàòü è òåîðåìà 12 î Ïòîëåìååâîé îñè.

Ðàññìîòðèì ïðÿìûå Ýéëåðà óêàçàííûõ â òåîðåìå òðåóãîëüíèêîâ. Ïîñêîëüêó
ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà ãîìîòåòè÷íû, èõ ïðÿìûå Ýéëåðà ïàðàëëåëüíû èëè ñîâ-
ïàäàþò (ïðè ãîìîòåòèè ïðÿìàÿ Ýéëåðà ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ Ýéëåðà!). Íî

• ïðÿìûå Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è WAWBWC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå I
(öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð);

• ïðÿìûå Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâWAWBWC ,W
AWBWC è IAIBIC ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êåO (öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, öåíòð
îêðóæíîñòè Ýéëåðà).

Çíà÷èò, ïðÿìûå Ýéëåðà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íà ñàìîì äåëå ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 11.44: Ïòîëåìååâà îñü òðåóãîëüíèêà

Ñëåäñòâèå. Íà Ïòîëåìååâîé îñè ëåæàò òàêæå öåíòð OI îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà IAIBIC (îí æå îðòîöåíòð HW òðåóãîëüíèêà WAWBWC),
îðòîöåíòð H1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1, öåíòðû EW , E

W , E1 îêðóæíîñòåé Ýéëåðà
òðåóãîëüíèêîâ WAWBWC, W

AWBWC, A1B1C1 ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè MW ,M1
ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ WAWBWC è A1B1C1 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùèå ðàññìàòðèâàåìûå ÷åòûðå òðåóãîëü-
íèêà äðóã â äðóãà, ñîõðàíÿþò Ïòîëåìååâó îñü, òî èõ öåíòðû òàêæå ëåæàò íà íåé.
Ïîýòîìó íà Ïòîëåìååâó îñü ïîïàäàþò è òî÷êè I, O, MI , W1, W

1, I1. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ñìîãëè ïîñàäèòü íà îäíó ïðÿìóþ 13 (!!!) çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê!
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Ðåøåíèå çàäà÷ ãëàâû 11

11.1 Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ ABCD, òî÷êó E ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí, òî÷êó F ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
è ñåðåäèíû M è N îñíîâàíèé. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî òî÷êè E, M è N ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå E, ïåðåâîäÿùóþ B â A. Òîãäà, êàê óæå áûëî äîêàçàíî, òî÷êà B
ïîòÿíåò çà ñîáîé âåñü îòðåçîê BC, ïîýòîìó BC ïåðåéäåò â AD. Íî òîãäà ñåðåäèíà BC ïåðåéäåò â ñåðåäèíó AD.
Çíà÷èò, HE(M) = N . Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè E, M è Nëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òðîéêè F , M , N àíàëîãè÷íî. Ïîñêîëüêó îáå ýòè ïðÿìûå èìåþò îáùèå òî÷êè M è N ,
òî ýòî íà ñàìîì äåëå îäíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæàò âñå ÷åòûðå òî÷êè.

11.2 Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê AMBMCM , êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïåðå-
ñå÷åíèè âûñîò (ñì. ðèñ. 11.11). Íàïîìíèì, ÷òî ñòðîèòñÿ ýòîò òðåóãîëüíèê ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×åðåç êàæäóþ
âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ ïðÿìûõ è îáðàçóþò íóëåâîé òðåóãîëüíèê AMBMCM .

Êàê ìû óæå çíàåì, òðåóãîëüíèê ABC ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì äëÿ òðåóãîëüíèêà AMBMCM (ò.å. òî÷êè A, B, C
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí BMCM , CMAM , AMBM ñîîòâåòñòâåííî), à òî÷êà H ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà ABC ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AMBMCM .

Ïðèìåíèì íàøå óòâåðæäåíèå 2 ê òðåóãîëüíèêàì ABC è AMBMCM . À èìåííî, ýòè òðåóãîëüíèêè ãîìîòåòè÷-
íû ñ öåíòðîì â òî÷êå M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (îáðàòèòå âíèìàíèå, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 11.3,
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí äâóõ íàøèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà, à íå áîëüøîãî; ýòî äëÿ íàñ óäîáíåå): H−2M (4ABC) = 4AMBMCM . Íî
òîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåéäåò â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AMBMCM

(âåðøèíû A, B, C � â âåðøèíû AM , BM , CM , ïîýòîìó îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A, B, C � â
îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíû AM , BM , CM ). Íî òîãäà öåíòð O ïåðâîé îêðóæíîñòè ïåðåéäåò â öåíòð
H âòîðîé îêðóæíîñòè (îêðóæíîñòü � â îêðóæíîñòü, çíà÷èò, öåíòð � â öåíòð). Ïîýòîìó H−2M (O) = H. Ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè H, M , O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è M äåëèò HO â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè H (ïî
îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè).

11.3 Â ñàìîì äåëå, H−2M (MA) = A è H−2M (MB) = B ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, à H−2M (O) = H ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 11.2 (ñì. ðèñ. 11.12).

11.4 Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà åñòü òî÷íàÿ êîïèÿ ïðåäûäóùåé, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè âåðøèí! Ñðàâ-
íèòå ðèñóíêè 11.11 è 11.13 (ìû äàæå èçìåíèëè ôîðìó òðåóãîëüíèêà ABC, ÷òîáû ñõîäñòâî ñòàëî áîëåå ÿâíûì)!
Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìãíîâåííî ïåðåíîñèòñÿ ñþäà. À èìåííî, ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ
H−2M (à âîò çäåñü òî÷êà M � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà ABC, êîòîðûé â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òðåóãîëüíèêà AMBMCM ; íî çàìå÷àíèå 11.3 ïîçâîëÿåò íå çàáîòèòüñÿ î òîì, òî÷êà
ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí êàêîãî òðåóãîëüíèêà çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ). Òîãäà H−2M (4MAMBMC) = 4ABC. Ïîýòîìó
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà MAMBMC ïðè ãîìîòåòèè H−2M ïåðåéäåò â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà ABC. Çíà÷èò, öåíòð E ïåðåéäåò â öåíòð O: H−2M (E) = O. Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè ýòî è îçíà÷àåò,
÷òî òî÷êè M , E è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è MO : ME = 2 : 1.

11.5 Äîêàçàòåëüñòâî I.
Ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò öåíòð â öåíòð, à ìîäóëü êîýôôèöèåíòîâ íàøèõ ãîìîòåòèé ðàâåí îòíîøåíèþ
ðàäèóñîâ, òî

AO2

AO1
=
r2
r1

=
PO2

PO1
è

BO2

BO1
=
r2
r1

=
PO2

PO1
.

Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ñâîéñòâó áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî PA è PB � áèññåêòðèñû.
Äîêàçàòåëüñòâî II.

Ðàññìîòðèì îáðàç P ′ = Hk2

B (P ). Òîãäà ∠O1PB = ∠BP ′O2 (ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò óãîë â ðàâíûé åìó óãîë) è
∠BP ′O2 = ∠BPO2 (ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê PP ′O2 ðàâíîáåäðåííûé). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠O1PB = ∠O2PB.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ áèññåêòðèñû PA àíàëîãè÷íî.

11.6 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè. Äåéñòâèòåëüíî, ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò öåíòð â
öåíòð, à ìîäóëü êîýôôèöèåíòîâ íàøèõ ãîìîòåòèé ðàâåí îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P , ëåæàùåé
íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB, èìååì

AO2

AO1
=
r2
r1

=
PO2

PO1
è

BO2

BO1
=
r2
r1

=
PO2

PO1
.

Ïîýòîìó îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(O1, O2) ïî îïðåäåëåíèþ.

11.8 Ðåøåíèå I.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé Ω è ω. Òîãäà ïî ëåììå Àðõèìåäà ∠BKP = ∠AKP . Äàëåå, îáî-
çíà÷èò ÷åðåç I òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ PQ è AK. ×åòûðåõóãîëüíèê BPIK ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì, ïîñêîëüêó
∠ABK = ∠PIK = 90◦. Îòñþäà

∠ABI = ∠PKI = ∠BKA/2 = ∠ABC/2

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ). Çíà÷èò, BI � áèññåê-
òðèñà óãëà ABC. Àíàëîãè÷íî, CI � áèññåêòðèñà óãëà ACB. Çíà÷èò, òî÷êà I � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ
òðåóãîëüíèêà ABC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðåøåíèå II.
Ïóñòü I � ñåðåäèíà îòðåçêà PQ. Òîãäà ω = Apoll(A, I). Ïîýòîìó òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ω è Ω åñòü òî÷êà
IA äëÿ òðåóãîëüíèêà APQ. IA = WA, ãäå WA � òî÷êà W äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC. Èìååì BIA = CIA = IAI,
îòêóäà ïî òåîðåìå î ëàïêå ïîëó÷àåì, ÷òî I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

11.11 Â ñàìîì äåëå, I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà IAIBIC , O � öåíòð åãî îêðóæíîñòè Ýéëåðà,
MI � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí. Ïîýòîìó âñå òðè ýòè òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà IAIBIC .

11.12 Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå W1, ïåðåâîäÿùóþ òðåóãîëüíèê A1B1C1 â òðåóãîëüíèê
WAWBWC . Òîãäà öåíòð I îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ïåðåéäåò â öåíòð O îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà WAWBWC . Ïîýòîìó òî÷êè W1, I, O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå W 1, ïåðåâîäÿùóþ òðåóãîëüíèê A1B1C1 â òðåóãîëüíèê
WAWBWC , ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè W 1, I, O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïîñêîëüêó òî÷êè I, O äëÿ ýòèõ äâóõ ïðÿìûõ îáùèå, òî îíè ñîâïàäàþò.

11.13 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 6 ê òðîéêå òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1, WAWBWC ,
IAIBIC .

11.14 Ìû äîêàæåì, ÷òî òî÷êè I, W1 è H1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè
A1B1C1 èWAWBWC è ãîìîòåòèþ, ïåðåâîäÿùóþ îäèí â äðóãîé. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H1 òðåóãîëüíèêà
A1B1C1 ïåðåéäåò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò I òðåóãîëüíèêà WAWBWC . Çíà÷èò, òî÷êè I, W1 è H1 äåéñòâèòåëü-
íî ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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