
ÊÎÌÀÍÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

1. Âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà íåëüçÿ ïîêðàñèòü ìåíüøå ÷åì â n + 1 öâåòîâ òàê, ÷òîáû
îäíîöâåòíûå âåðøèíû íå áûëè áû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óäàëèòü
èç ãðàôà n(n− 1)/2 ðåáåð òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî
a3

bc(b+c) +
b3

ca(c+a) +
c3

ab(a+b) >
3
2 .

3. Â òðåóãîëüíèêåABC (AB 6= AC) âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I êàñàåò-
ñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû,
îïóùåííûå èç òî÷åê M è D íà ïðÿìûå AI è MI ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþòñÿ íà
âûñîòå òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A (èëè íà åå ïðîäîëæåíèè).

4. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé, áîëüøèõ 1. Äîêàæèòå,

÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò êîðåíü, íå ìåíüøèé, ÷åì 1 + n
∣∣∣ P (1)
P ′(1)

∣∣∣.
5. Â êóáå ðàñïîëîæåí âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ÷üÿ ïðîåêöèÿ íà êàæäóþ ãðàíü êóáà
ïîëíîñòüþ åå ïîêðûâàåò. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ýòîãî ìíîãîãðàííèêà íå ìåíüøå òðåòè
îáúåìà êóáà.

6.Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ëîìàþò ïàëêó: ïåðâûé íà äâå ÷àñòè, çàòåì âòîðîé ëîìàåò
ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, çàòåì ïåðâûé � ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, è ò.ä.
Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå êàêîãî-òî èç ñâîèõ õîäîâ ñìîæåò ñëîæèòü èç 6
êóñêîâ äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ñìîæåò ëè âòîðîé èãðîê åìó ïîìåøàòü?

7. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p íàéäèòå íàèáîëüøóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà p!, íà
êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî (p2)!.

8. Òîëÿ õî÷åò ïîëó÷èòü èç äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îäíîçíà÷íîå. Äëÿ ýòîãî ðàçðå-
øàåòñÿ ðàññòàâèòü ìåæäó öèôðàìè ïëþñû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è âû÷èñëèòü ñóììó
(íàïðèìåð, èç ÷èñëà 123456789 ìîæíî ïîëó÷èòü 12345+ 6+ 789 = 13140). Ñ ïîëó÷åí-
íûì ÷èñëîì ñíîâà ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ïîäîáíóþ îïåðàöèþ, è òàê äàëåå. Äîêàæèòå,
÷òî çà 10 îïåðàöèé âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå ÷èñëî.

9. Êîìàíäà èç n øêîëüíèêîâ ó÷àñòâóåò â èãðå: íà êàæäîãî èç íèõ íàäåâàþò øàïêó
îäíîãî èç k çàðàíåå èçâåñòíûõ öâåòîâ, à çàòåì ïî ñâèñòêó âñå øêîëüíèêè îäíîâðåìåí-
íî âûáèðàþò ñåáå ïî îäíîìó øàðôó. Êîìàíäà ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ó ñêîëüêèõ åå
ó÷àñòíèêîâ öâåò øàïêè ñîâïàë ñ öâåòîì øàðôà (øàðôîâ è øàïîê ëþáîãî öâåòà èìå-
åòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî; âî âðåìÿ èãðû êàæäûé ó÷àñòíèê íå âèäèò ñâîåé øàïêè,
çàòî âèäèò øàïêè âñåõ îñòàëüíûõ, íî íå èìååò ïðàâà âûäàâàòü äî ñâèñòêà íèêàêóþ èí-
ôîðìàöèþ). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ êîìàíäà, çàðàíåå íàìåòèâ ïëàí äåéñòâèé
êàæäîãî åå ÷ëåíà, ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü?

10. Ìíîãî÷ëåí P òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî y íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå x,
òàêîå, ÷òî P (x) = y. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ðàâíà 1.
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ÐÅØÅÍÈß

1. Âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà íåëüçÿ ïîêðàñèòü ìåíüøå ÷åì â n + 1 öâåòîâ òàê, ÷òîáû
îäíîöâåòíûå âåðøèíû íå áûëè áû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óäàëèñü
èç ãðàôà n(n− 1)/2 ðåáåð òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

Ðåøåíèå. Áóäåì êðàñèòü âåðøèíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
âåðøèíó è ïîêðàñèì åå â öâåò 1. Çàòåì âîçüìåì ëþáóþ åùå íå ïîêðàøåííóþ âåðøèíó,
ñîåäèíåííóþ ñ îäíîé èç ïîêðàøåííûõ, è ïîêðàñèì åå â íàèìåíüøèé äîïóñòèìûé öâåò.
Ò.ê. ãðàô ñâÿçåí, âñå âåðøèíû áóäóò ïîêðàøåíû. Ïîñëå êàæäîé ïîêðàñêè î÷åðåäíîé
âåðøèíû v â öâåò k > 3 óäàëèì âñå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå åå ñ óæå ïîêðàøåííûìè
âåðøèíàìè öâåòà 2, . . . , k − 1. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå òàêîé ïðîöåäóðû ãðàô îñòàíåòñÿ
ñâÿçíûì.

Â ñàìîì äåëå, èç ëþáîé íåïîêðàøåííîé âåðøèíû ìîæíî ïîïàñòü â ïîêðàøåííóþ
(ò.ê. ìû óäàëèëè ðåáðà ìåæäó óæå ïîêðàøåííûìè âåðøèíàìè). Äàëåå, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîêðàøåííûå âåðøèíû ðàçáèëèñü íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â ðåçóëüòàòå óäà-
ëåíèÿ ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè v è u (âåðøèíà v ëåæèò â ïåðâîé êîìïîíåíòå, à âåðøè-
íà u � âî âòîðîé). Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåðøèíà v èìååò öâåò k, òî â ïåðâîé êîìïîíåíòå
åñòü âåðøèíû âñåõ öâåòîâ îò 1 äî k−1. Åñëè áû âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæàëà áû âåð-
øèíó w öâåòà 1, òî ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñóùåñòâîâàëî áû ðåáðî vw, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåðøèíà u íå ìîæåò èìåòü öâåò 1 è âñå öâåòà îò 2 äî k− 1 (òîãäà îíà
áûëà áû ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé öâåòà 1 èç ïåðâîé êîìïîíåíòû, ò.ê. âî âòîðîé êîìïîíåíòå
íåò âåðøèí öâåòà 1). Çíà÷èò, âåðøèíà u èìååò öâåò k+1, ÷òî íåâîçìîæíî,ò.ê. âåðøèíà
v � ïîñëåäíÿÿ èç ïîêðàøåííûõ.

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíî îáõîäÿ ãðàô, ðàñêðàøèâàÿ âåðøèíû è óäàëÿÿ ðåáðà ñîãëàñíî
îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô. Ïî óñëîâèþ ïðè ðàñêðàñêå
ãðàôà áóäåò çàäåéñòâîâàíî ìèíèìóì n + 1 öâåòîâ. Ïîýòîìó, îêðàøèâàÿ âåðøèíû â
öâåòà 3, 4, . . . , n+ 1 è óäàëÿÿ èç íèõ ðåáðà óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì, ìû óäàëèì íå
ìåíåå 1 + 2 + . . . + (n − 1) = n(n − 1)/2 ðåáåð, ïîñêîëüêó èç âåðøèíû öâåòà k âåäåò
ìèíèìóì k − 2 ðåáåð â âåðøèíû öâåòîâ 2, 3, . . . , k − 1. (Óäàëÿåìûå ðåáðà ðàçëè÷íû,
ò.ê. íà êàæäîì øàãå ìû óäàëÿåì ëèøü ðåáðà, âåäóùèå â âåðøèíû ñ ìåíüøèì öâåòîì.)

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå, ÷òî
a3

bc(b+c) +
b3

ca(c+a) +
c3

ab(a+b) >
3
2 .

Ðåøåíèå. Ïî òðàíñíåðàâåíñòâó èìååì xy(x+ y) 6 x3 + y3, îòêóäà

a3

bc(b+ c)
+

b3

ca(c+ a)
+

c3

ab(a+ b)
>

a3

b3 + c3
+

b3

c3 + a3
+

c3

a3 + b3
>

3

2

ïî íåðàâåíñòâó Íåñáèòòà.
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3. Â òðåóãîëüíèêåABC (AB 6= AC) âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I êàñàåò-
ñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû,
îïóùåííûå èç òî÷åê M è D íà ïðÿìûå AI è MI ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþòñÿ íà
âûñîòå òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A (èëè íà åå ïðîäîëæåíèè).

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 1:

Ðàññìîòðèì âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω′ òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùóþñÿ ñòîðî-
íû BC â òî÷êå D′. Ïóñòü S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADD′. Òîãäà
âûñîòà DS ïåðïåíäèêóëÿðíà IM , ò.ê. ïðÿìûå IM è AD′ ïàðàëëåëüíû (íàïðèìåð, â
ñèëó ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå A, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω′

âî âïèñàííóþ ω). Äîêàæåì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè M íà ïðÿìóþ
AI, ïðîõîäèò ÷åðåç S.

Çàìåòèì, ÷òî îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADD′, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ AD è
AD′, à òàêæå âåðøèíû D è D′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè p ñ öåíòðîì â òî÷êå
M (ïîñêîëüêó MD = MD′ ïî îòðåçêàì êàñàòåëüíûõ). Ïîýòîìó òî÷êà S ÿâëÿåòñÿ
ðàäèêàëüíûì öåíòðîì îêðóæíîñòåé ω, ω′ è p. Çíà÷èò, òî÷êà S ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé
îñè îêðóæíîñòåé ω. Íî òî÷êà M òàêæå ëåæèò íà ýòîé îñè (ò.ê. MD = MD′ � ðàâíûå
îòðåçêè êàñàòåëüíûõ), à òàêæå SM ⊥ AI (ðàäèêàëüíàÿ îñü ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè
öåíòðîâ). Ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð èç M íà AI ïðîõîäèò ÷åðåç S, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
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4. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé, áîëüøèõ 1. Äîêàæèòå,

÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò êîðåíü, íå ìåíüøèé, ÷åì 1 + n
∣∣∣ P (1)
P ′(1)

∣∣∣.
Ðåøåíèå. Ïóñòü 1 < x1 6 x2 6 . . . 6 xn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P , ðàñïîëîæåííûå â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà P (x) = a(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) è

P ′(x)

P (x)
=

1

x− x1
+

1

x− x2
+ . . .+

1

x− xn
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xi > 1, ïîëó÷àåì∣∣∣P ′(1)
P (1)

∣∣∣ = 1

x1 − 1
+

1

x2 − 1
+ . . .+

1

xn − 1
>

n

xn − 1
,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî xn > 1 + n
∣∣∣ P (1)
P ′(1)

∣∣∣.
5. Â êóáå ðàñïîëîæåí âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ÷üÿ ïðîåêöèÿ íà êàæäóþ ãðàíü êóáà
ïîëíîñòüþ åå ïîêðûâàåò. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåì ýòîãî ìíîãîãðàííèêà íå ìåíüøå òðåòè
îáúåìà êóáà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ðåáðå êóáà (âêëþ÷àÿ âåðøèíû) äîëæíà íàõî-
äèòüñÿ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ýòîãî ìíîãîãðàííèêà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ
ìíîãîãðàííèêà âäîëü ýòîãî ðåáðà íå ïîêðîåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíü). Âîçüìåì âåð-
øèíó ìíîãîãðàííèêà è áóäåì ëèíåéíî äâèãàòü åå ïî ðåáðó. Çàìåòèì, ÷òî îáúåì ñàìîãî
ìíîãîãðàííèêà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ëèíåéíî. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, ðàññìîòðèì òðèàí-
ãóëÿöèþ, ïðîâåäÿ èç âåðøèíû, êîòîðóþ ìû äâèãàåì, ðåáðà â îñòàâøèåñÿ âåðøèíû
ìíîãîãðàííèêà. Òåì-ñàìûì ìû ðàçîáüåì ìíîãîãðàííèê íà ïèðàìèäû. Ïðè äâèæåíèè
âåðøèíû êàæäîé òàêîé ïèðàìèäà åå îñíîâàíèå íå ìåíÿåòñÿ, à âûñîòà ìåíÿåòñÿ ëèíåé-
íî. Çíà÷èò, îáúåì êàæäîé ïèðàìèäû ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, ïîýòîìó ñóììà ýòèõ îáúåìîâ,
ðàâíàÿ îáúåìó èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà, ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî.

Èòàê, áóäåì äâèãàòü êàæäóþ èç âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðåáðå êóáà, òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ëèíåéíîå èçìåíåíèå îáúåìà ìíîãîãðàííèêà óìåíüøàëî áû îáúåì (òàêîå
íàïðàâëåíèå, î÷åâèäíî, âñåãäà ñóùåñòâóåò). Òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà,
íàõîäÿùàÿñÿ íà ðåáðå, îêàæåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí êóáà.

Òåïåðü ïîêðàñèì âåðøèíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Åñëè ìíîãîãðàííèê ñîäåðæèò âñå
âåðøèíû êàêîãî-òî îäíîãî öâåòà, òî îí ñäåðæèò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè
ýòîãî öâåòà (ò.ê. ìíîãîãðàííèê âûïóêëûé), à ïîòîìó åãî îáúåì íå ìåíüøå îáúåìà
òåòðàýäðà, ðàâíîãî 1/3. Åñëè æå åñòü äâå âåðøèíû ðàçíûõ öâåòîâ, êîòîðûå îáå íå
ëåæàò â íàøåì ìíîãîãðàííèêå, òî îíè äîëæíû áûòü äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè
(ò.ê. íà êàæäîì ðåáðå äîëæíà áûòü âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà). Çíà÷èò, âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû äîëæíû ëåæàòü â íàøåì ìíîãîãðàííèêå, è åãî îáúåì íå ìåíüøå îáúåìà
ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîãðàííèêà, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ
îáùèì îñíîâàíèåì. Åå îáúåì ðàâåí 2/3 > 1/3. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáúåì
íàøåãî ìíîãîãðàííèêà áîëüøå 1/3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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6.Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ëîìàþò ïàëêó: ïåðâûé íà äâå ÷àñòè, çàòåì âòîðîé ëîìàåò
ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, çàòåì ïåðâûé � ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, è ò.ä.
Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå êàêîãî-òî èç ñâîèõ õîäîâ ñìîæåò ñëîæèòü èç 6
êóñêîâ äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ñìîæåò ëè âòîðîé èãðîê åìó ïîìåøàòü?

Ðåøåíèå.Äîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èãðîê âñåãäà âûèãðûâàåò. Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ëîìàåò
ïàëêó ïîïîëàì, à çàòåì ïîâòîðÿåò ñèììåòðè÷íî õîäû âòîðîãî, ïîêà íå îáðàçóåòñÿ 5 ïàð
ðàâíûõ êóñêîâ a = a > b = b > c = c > d = d > e = e. Åñëè íè èç êàêîé òðîéêè ðàçíûõ
êóñêîâ íåëüçÿ ñëîæèòü òðåóãîëüíèê, òî ïåðâûé îòëàìûâàåò îò a êóñîê äëèíû c. Âòîðîé
îáÿçàí ðàçëîìèòü îäèí èç êóñêîâ äëèíû c (èíà÷å ïåðâûé ïðè ñâîåì õîäå îòëîìèò
êóñîê äëèíû c îò îäíîé èç ïàëîê äëèíû b è ñìîæåò ñëîæèòü äâà ðàâíîáåäðåííûõ
òðåóãîëüíèêà ëèáî ñî ñòîðîíàìè c, c, d, ëèáî ñî ñòîðîíàìè c, c, e). Çàòåì ïåðâûé
èãðîê îòëàìûâàåò êóñîê äëèíû c îò äðóãîãî êóñêà äëèíû a è, àíàëîãè÷íî, âòîðîé
èãðîê îáÿçàí ðàçëîìèòü âòîðóþ ïàëêó äëèíû c. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ äâà êóñêà
äëèí a − c, c, d, è e, à òàêæå åùå ÷åòûðå êóñêà (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå
õîäîâ âòîðîãî èãðîêà, êîãäà îí ëîìàåò ïàêëè äëèíû c). Çàòåì ïåðâûé èãðîê áóäåò
ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ, îòëàìûâàÿ ïî c îò a− c, a−2c, . . . , äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíåò
âîçìîæíûì ïðè íåêîòîðîì k ñëîæèòü òðåóãîëüíèê èç a − kc, b è c. Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêîé ìîìåíò âñåãäà íàñòóïèò, ïîýòîìó ïåðâûé èãðîê ïîáåäèò.
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7. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p íàéäèòå íàèáîëüøóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëà p!, íà
êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî (p2)!.

Ðåøåíèå. Îòâåò: p+ 1.
Åñëè (p2)! êðàòíî (p!)n, n ∈ N, òî n 6 p + 1, òàê êàê p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà

p! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ñòåïåíè 1 (à çíà÷èò, â ðàçëîæåíèå ÷èñëà (p!)n � â ñòåïåíè
n), à â ðàçëîæåíèå ÷èñëà (p2)! � â ñòåïåíè p+1. Äîêàæåì, ÷òî (p2)! äåëèòñÿ íà (p!)p+1.
Ïåðâûé ñïîñîá. Çàïèøåì p2 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ â âèäå òàáëèöû p × p. Äâå

òàêèå òàáëèöû íàçîâ¸ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé íåêîòîðû-
ìè ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ âíóòðè ñòðîê, à òàêæå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ñàìèõ
ñòðîê (âñåãî p + 1 ïåðåñòàíîâêà p îáúåêòîâ). Òàê êàê m îáúåêòîâ ìîæíî ïåðåñòàâèòü
m! ñïîñîáàìè, òî âñåãî òàáëèö (p2)!, è îíè ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî
(p!)p+1 òàáëèö â êàæäîì êëàññå, ïîýòîìó (p2)! äåëèòñÿ íà (p!)p+1.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî

(p2)!

(p!)p
= Cp

p · C2
2p · C

p
3p · . . . · C

p
p2.

Èìååì: Cp
kp = kCp−1

kp−1 äåëèòñÿ íà k ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , p. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë âèäà Cp

kp äåëèòñÿ íà p!.

8. Òîëÿ õî÷åò ïîëó÷èòü èç äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îäíîçíà÷íîå. Äëÿ ýòîãî ðàçðå-
øàåòñÿ ðàññòàâèòü ìåæäó öèôðàìè ïëþñû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è âû÷èñëèòü ñóììó
(íàïðèìåð, èç ÷èñëà 123456789 ìîæíî ïîëó÷èòü 12345+ 6+ 789 = 13140). Ñ ïîëó÷åí-
íûì ÷èñëîì ñíîâà ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ïîäîáíóþ îïåðàöèþ, è òàê äàëåå. Äîêàæèòå,
÷òî çà 10 îïåðàöèé âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íîå ÷èñëî çà 4 îïåðàöèè. Ãëàâ-
íàÿ ñëîæíîñòü â âûáîðå ïåðâîãî äåéñòâèÿ. Ìû õîòèì äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïîñëå ïåðâîé
îïåðàöèè ïîëó÷èëîñü ÷èñëî, èìåþùåå íå áîëåå òðåõ íåíóëåâûõ öèôð.

Ïóñòü íàì äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , è ïóñòü A � ñóììà åãî öèôð, ñòîÿùèõ íà
íå÷åòíûõ ìåñòàõ (ïåðâîé, òðåòüåé è ò. ä.), à B � ñóììà åãî öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ
ìåñòàõ. Â çàïèñè ÷èñëà N ðàññòàâèì ïëþñû ìåæäó âñåìè öèôðàìè, ïîëó÷èì ÷èñëî
A+B. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè óáðàòü ïëþñ ìåæäó äâóìÿ öèôðàìè a è b, òî ñóììà óâåëè÷èò-
ñÿ íà 9a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A > B (ñëó÷àé A < B ðàçáèðàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-
íî). Òåïåðü ñòàíåì ïîñëåäîâàòåëüíî óáèðàòü ïëþñû ïîñëå öèôð, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ
ìåñòàõ. Åñëè ñòåðåòü âñå ïëþñû, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî íå ìåíüøåå ÷åì 10A + B − 81
(âîçìîæíî, ïîñëå ïîñëåäíåé öèôðû ÷èñëà ïëþñà íåò è óáðàòü åãî íåëüçÿ, ïîýòîìó
óâåëè÷èâàòü ïîñëåäíþþ öèôðó â 10 ðàç íå íóæíî).
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Äîêàæåì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñòèðàíèè ïëþñîâ ñóììà
áóäåò ñîñòîÿòü èç íå áîëåå ÷åì òðåõ íåíóëåâûõ öèôð. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñòàð-
øèé ðàçðÿä ýòîé ñóììû è ïîêàæåì, ÷òî ëèáî íàéäåòñÿ ìîìåíò ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì
ñòèðàíèè, êîãäà îí óâåëè÷èòñÿ, ëèáî ñóììà íå áîëüøå 1000. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
c · 10n 6 A + B < (c + 1) · 10n (c � ñòàðøèé ðàçðÿä ÷èñëà A + B, à n � êîëè÷åñòâî
öèôð â íåì). Åñëè ñòàðøèé ðàçðÿä ñóììû íå èçìåíèòñÿ, òî

c · 10n 6 10A+B − 81 < (c+ 1) · 10n.

Äîìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà −1 è ïðèáàâèì êî âòîðîìó. Ïîëó÷èì −10n <
9A − 81 < 10n. Íî ïîñêîëüêó A > B, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì A > c

2 · 10
n,

îòêóäà 9c
2 · 10

n − 81 < 10n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 9c−2
2 · 10

n < 81, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
n = 0, 1 èëè 2, òî åñòü ïðè A+B < 1000. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî A+B ñîñòîèò
èç íå áîëåå ÷åì òðåõ öèôð.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíûì ñòèðàíèåì ïëþñîâ ïåðåä öèôðàìè,
ñòîÿùèìè íà ìåñòàõ íåêîòîðîé ÷åòíîñòè, óâåëè÷èòü ñòàðøèé ðàçðÿä ñóììû. Áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ñòèðàòü ïëþñû ýòèì îáðàçîì è îñòàíîâèìñÿ ðîâíî â òîò ìîìåíò, êîãäà
ïðîèçîéä¸ò óâåëè÷åíèå ñòàðøåãî ðàçðÿäà. Ïðè ýòîì êàæäûé ðàç ìû äîáàâëÿåì íå
áîëåå 81, òàê ÷òî â ìîìåíò îñòàíîâêè ìû ïîëó÷èì ñóììó âèäà ∗000 . . . 000 ∗ ∗, åñëè íå
ïðîèçîéäåò ïåðåíîñ â ñòàðøåì ðàçðÿäå, èëè 10000 . . . 000 ∗ ∗ èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíà ïåðâàÿ îïåðàöèÿ. Äàëåå ñòàíåì ïðîñòî ñêëàäûâàòü âñå
öèôðû. Ïîñëå âòîðîé îïåðàöèè ìû ïîëó÷èì íå áîëåå 27, ïîñëå òðåòüåé íå áîëåå 10,
ïîñëå ÷åòâåðòîé ïîëó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íîå ÷èñëî.

9. Êîìàíäà èç n øêîëüíèêîâ ó÷àñòâóåò â èãðå: íà êàæäîãî èç íèõ íàäåâàþò øàïêó
îäíîãî èç k çàðàíåå èçâåñòíûõ öâåòîâ, à çàòåì ïî ñâèñòêó âñå øêîëüíèêè îäíîâðåìåí-
íî âûáèðàþò ñåáå ïî îäíîìó øàðôó. Êîìàíäà ïîëó÷àåò ñòîëüêî î÷êîâ, ó ñêîëüêèõ åå
ó÷àñòíèêîâ öâåò øàïêè ñîâïàë ñ öâåòîì øàðôà (øàðôîâ è øàïîê ëþáîãî öâåòà èìå-
åòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî; âî âðåìÿ èãðû êàæäûé ó÷àñòíèê íå âèäèò ñâîåé øàïêè,
çàòî âèäèò øàïêè âñåõ îñòàëüíûõ, íî íå èìååò ïðàâà âûäàâàòü äî ñâèñòêà íèêàêóþ èí-
ôîðìàöèþ). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ êîìàíäà, çàðàíåå íàìåòèâ ïëàí äåéñòâèé
êàæäîãî åå ÷ëåíà, ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü?

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ êàæäîãî èãðîêà ïðè ëþáîì ïëàíå äåéñòâèé îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ öâåòîì øàïîê ó îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ êîìàíäû (òàê êàê äðóãîé
èíôîðìàöèè ó íåãî íåò). Äîêàæåì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ n è k íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü
áîëüøå ÷åì [n/k] ñîâïàäåíèé.

Ïóñòü öâåòà øàïîê ó âñåõ èãðîêîâ, êðîìå ïåðâîãî, ôèêñèðîâàíû, à ó ïåðâîãî èãðîêà
âîçìîæåí ëþáîé èç k öâåòîâ. Òàê êàê äåéñòâèÿ ïåðâîãî èãðîêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ öâåòîì øàïîê ó îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ êîìàíäû, òî ñðåäè ýòèõ k ñëó÷àåâ ðîâíî
â îäíîì öâåòà øàðôà è øàïêè ó ïåðâîãî èãðîêà ñîâïàäóò. Ïîñêîëüêó íà n− 1 èãðîêîâ
øàïêè k öâåòîâ ìîæíî íàäåòü kn−1 ñïîñîáàìè, òî ñðåäè âñåõ kn ñïîñîáîâ íàäåâàíèÿ
øàïîê íà n èãðîêîâ ðîâíî â kn−1 ñëó÷àÿõ öâåòà øàðôà è øàïêè ó ïåðâîãî èãðîêà ñîâ-
ïàäóò. Òî æå âåðíî äëÿ ëþáîãî èãðîêà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ïëàíà
äåéñòâèé ñðåäè âñåõ kn ñïîñîáîâ íàäåâàíèÿ øàïîê áóäåò âñåãî nkn−1 ñîâïàäåíèé öâåòà
øàðôà è øàïêè ó êàêèõ-íèáóäü èãðîêîâ. Çíà÷èò, ñðåäíåå ÷èñëî ñîâïàäåíèé íà îäèí
ñïîñîá íàäåâàíèÿ øàïîê áóäåò ðàâíî nkn−1/kn = n/k è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ñîâïàäåíèé íå ïðåâîñõîäèò n/k. Òî åñòü íàéä¸òñÿ õîòÿ áû îäèí ñïîñîá íàäåâàíèÿ
øàïîê, ïðè êîòîðîì ÷èñëî ñîâïàäåíèé íå ïðåâîñõîäèò n/k. Òàê êàê ÷èñëî ñîâïàäåíèé
äîëæíî áûòü öåëûì, òî îíî ïðè ýòîì íå ïðåâîñõîäèò [n/k].
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Îïèøåì ïëàí äåéñòâèé èãðîêîâ, ïðè êîòîðîì îíè âñåãäà ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü [n/k]
ñîâïàäåíèé. Ñîïîñòàâèì öâåòàì ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , k − 1. Ïóñòü èãðîêè ñîñòàâÿò [n/k]
ãðóïï ïî k èãðîêîâ (îñòàâøèåñÿ èãðîêè ïóñòü äåéñòâóþò ïðîèçâîëüíî). Â êàæäîé ãðóï-
ïå ïóñòü èãðîêè ïîëó÷àò ðàçíûå íîìåðà 0, 1, 2, . . . , k−1. Âî âðåìÿ èãðû ïóñòü èãðîê ñ
íîìåðîì i âûáèðàåò öâåò øàðôà òàê, ÷òîáû ñóììà âñåõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ öâåòó
åãî øàðôà è öâåòàì øàïîê îñòàëüíûõ èãðîêîâ åãî ãðóïïû, äàâàëà ïðè äåëåíèè íà k
îñòàòîê i. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóììà ÷èñåë, ñîïîñòàâëåííûõ öâåòàì øàïîê îñòàëüíûõ
èãðîêîâ åãî ãðóïïû, ðàâíà a, òî îí äîëæåí âûáðàòü ÷èñëî x èç ìíîæåñòâà 0, 1, 2, . . . ,
k− 1 òàê, ÷òîáû ÷èñëî a+ x− i äåëèëîñü íà k. Ïðè ëþáûõ a è i òàêîå x îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî, òî åñòü ïëàí äåéñòâèé êîððåêòåí. Ïðè ýòîì â ëþáîì ñëó÷àå ðîâíî 1 èãðîê
â ãðóïïå óãàäàåò öâåò ñâîåé øàïêè. À èìåííî, åñëè ñóììà ÷èñåë, ñîïîñòàâëåííûõ öâå-
òàì âñåõ øàïîê, íàäåòûõ èãðîêàì äàííîé ãðóïïû, äàåò ïðè äåëåíèè íà k îñòàòîê j, òî
öâåò øàðôà è øàïêè ñîâïàä¸ò ó èãðîêà ñ íîìåðîì j â äàííîé ãðóïïå. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ëþáîì ñëó÷àå öâåò øàðôà è øàïêè ñîâïàäåò êàê ìèíèìóì ó [n/k] èãðîêîâ.

10. Ìíîãî÷ëåí P òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî y íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå x,
òàêîå, ÷òî P (x) = y. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà P ðàâíà 1.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-
ðàëüíîå m ∈ N, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Q(x) = mP (x) = anx

n + an−1x
n−1 +

. . .+a0 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü òåïåðü p � ïðîèçâîëüíîå
ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå an. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå Q(x) = 1

p íå èìååò ðàöèîíàëü-

íûõ ðåøåíèé (òîãäà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå P (x) = 1
mp íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ

ðåøåíèé).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü óðàâíåíèå Q(x) = 1

p èìååò ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå
k/l. Òîãäà

ank
n + an−1k

n−1l + . . .+ a0l
n =

ln

p
.

Ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü öåëàÿ, òî è ïðàâàÿ öåëàÿ, ïîýòîìó l
...p. Ïóñòü n > 1, òîãäà ln/p

...p, à

ïîòîìó ank
n...p. Íî k è l âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó an

...p � ïðîòèâîðå÷èå.
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